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Vorwort 


Der  Yorli^ende  dritte  und  letzte  Baad  des  Serret- Hamack- 
sehen  Werkes  enthält  als  ersten  Teil  die  Lehre  von  den 
gewohnlichen  Differentialgleichnngen,  als  zweiten  Teil  die 
partiellen  Differentialgleichnngen  und  die  Variationsrechnung. 
Im  AnhaTig  ist  zunächst  aus  der  alten  Auflage  die  Harnaoksche 
Note  über  das  üxistenztheorem  in  der  Theorie  der  Funktionen 
einer  komplexen  Yeranderlichen  wieder  abgedruckt,  üs  folgen 
dann  wie  bei  den  beiden  ersten  Banden  Schlulsbemerkungen 
mit  Litteratumachweisen  und  ein  Register  f&r  den  dritten  Band. 

Der  Stoff,  welcher  im  vorliegenden  dritten  Bande  behandelt 
wird;  ist  im  greisen  und  ganzen  der  alte  geblieben;  wesentlich 
geändert  ist  aber  die  Disposition  und  infolgedessen  auch 
vielfach  die  Form  und  Anordnung  der  Darstellung. 

Was  den  Inhalt  des  ersten  Teils  anlangt,  so  beginnt  dieser 
—  nm  das  Verständnis  zu  erleichtem  —  mit  den  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  Das  erste  Kapitel  bringt  die 
Existenztheoreme  und  an  sie  anschlielsend  eine  wesentlich  geo- 
metrisch gehaltene  Diskussion  der  singulären  Losungen,  das 
zweite  Kapitel  enthalt  die  üblichen  Integrationsmethoden  und 
nimmt  dabei  —  die  Bemerkungen  Hamacks  verwertend  —  auf 
die  geometrißchen  und  die  von  Lie  eingeführten  Methoden  be- 
sondere Bücksicht.  Analog  behandelt  das  dritte  Kapitel  die 
Existenztheoreme  und  die  singulären  Losungen  von  Differential- 
gleichungs- Systemen,  wobei  die  Beziehungen  zur  geometrischen 
^eorie  der  Kurvenkongruenzen  so  weit  berücksichtigt  sind,  ab 
dies  ohne  zu  weijies  Eingehen  in  flächentheoretische  Unter- 
suchupgen  möglich  war.  Das  vierte  Ki^pitel  behandelt  die 
elementaren  Integrationsmethoden  bei  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  und  bri^gt  gegen  die  frühere  Auflage  nichts 
Neues.  Das  gleiche  gilt  vom  fünftien  Kapitel,  welches  die 
formale,  elementare  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 


IV  Vorwort. 

entwickelt.  Erweitert  ist  aber  die  Darstellimg  der  fdnktionen- 
theoretischen  Untersuchung  dieser  Gleichungen  im  sechsten 
EApitel.  Hier  wird  zunächst  die  Existenz  eines  Fundamental- 
systems an  einer  regulären  Stelle  durch  Beihenentwickelung 
bewiesen  und  sodann  durch  das  analoge  Verfahren  auch  die 
Existenz  einer  Partikularlösung  an  einer  singulären  Stelle  der 
Bestimmtheit.  Das  Auftreten  von  Logarithmen  wird  wenigstens 
durch  Beispiele  erUbutert. 

Der  zweite  Teil  behandelt  im  siebenten  Kapitel  die  Theorie 
der  partiellen  und  totalen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung;  im  achten  ausgewählte  partielle  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung.  Beide  Kapitel  sind  inhaltlich  fast  ungeändert 
geblichen  bis  auf  die  neu  hinzugefügten  Existenzbeweise  für 
Systeme  von  partiellen  Differentialgleichungen  im  §  5  des 
siebenten  Kapitels. 

Ganz  neu  bearbeitet  ist  dagegen  das  neunte  Kapitel  über 
Variationsrechnung.  Eine  systematische  Darstellung  dieser 
Disziplin  auf  modemer  Grundlage  konnte  in  dem  hier  zur 
Verfügung  stehenden  Räume  natürlich  nicht  geboten  werden. 
Es  wurde  vielmehr  wie  im  französischen  Originale  und  in  der 
ersten  Auflage  der  Übersetzung  als  erreichbares  Ziel  fest- 
gehalten die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  und  Grenz- 
bedingungen für  den  Fall  einfacher  Integrale  unter  Berück- 
sichtigung solcher  Nebenbedingungen,  die  in  den  praktisch 
wichtigen  Fallen  vorzugsweise  in  Betracht  kommen.  Dagegen 
wurde,  wie  bisher,  auf  die  Behandlung  der  Doppelintegrale  und 
auf  die  Diskussion  der  Frage,  wann  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  liefert,  also 
auf  die  Theorie  der  zweiten  Variation  und  überhaupt  der  hin- 
reichenden Kriterien,  grundsätzlich  verzichtet.  In  der  Darstel- 
lung handelte  es  sich  wesentlich  darum,  dem  Leser  anstatt 
formaler  Allgemeinheiten  vielmehr  einen  klaren  Einblick  in 
das  Wesen  der  Probleme  und  Methoden  zu  geben,  und  es 
wurden  daher,  unbekümmert  um  die  Allgemeinheit,  immer 
so  viel  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit  der  vorkom- 


Vorwort  V 

menden  Funktionen  gemacht^  wie  zu  einem  gleichzeitig  ein- 
fachen und  strengen  Beweise  erforderlich  schienen.  Die  einzehien 
Probleme  wurden  immer  erst  im  einfachsten  Falle  behandelt 
und  durch  Beispiele  erläutert  und  erst  nachtraglich  auf  all- 
gemeinere  Falle  ausgedehnt. 

Von  einer  Bearbeitung  des  Zahlbegriffes  und  der  damit 
im  Zusammenhang  stehenden  prinzipiellen  Fragen^  wie  sie 
ursprünglich  fOr  den  Schlufs  des  Werkes  in  Aussicht  ge- 
nommen war^  ist  aus  yerschiedenen  Rücksichten  vorläufig  ab- 
gesehen worden.  Es  wird  yielmehr  beabsichtigt^  eine  Darstel- 
lung dieser  Gegenstände  in  die  bevorstehende  Neuauflage  des 
ersten  Bandes  an  geeigneter  Stelle  aufzunehmen. 

Die  am  Ende  gegebenen  ;,  Bemerkungen^'  sind  hauptsäch- 
lich dazn  bestimmt^  dem  Studierenden^  der  einzelne  im  Text 
nur  gestreifte  Probleme  weiter  zu  verfolgen  wünscht^  durch 
Litteratumachweise  Gelegenheit  zu  eingehenderem  Studium  zu 
bieten^  und  es  wurde  unter  diesem  Gesichtspunkte  solchen 
Lehrbüchern^  die  sich  zur  Einführung  in  die  betreffenden  Ge- 
biete eignen^  vor  den  Originalarbeiten^  die  meist  eine  gröJGsere 
Eeife  voraussetzen,  der  Vorzug  gegeben. 

Das  neunte  Kapitel  über  Variationsrechnung  sowie  der 
gesamte  Anhang  sind  der  Hauptsache  nach  von  dem  zweiten 
Unterzeichneten  allein  bearbeitet  worden,  nachdem  der  erste 
Herausgeber  seit  dem  Herbst  1902  seine  akademische  Thätig- 
keit  mit  einer  praktischen  vertauscht  hatte. 

Herrn  Dr.  Blumenthal,  der  uns  bei  den  Korrekturen  be- 
reitwilligst unterstützte,  sind  wir  zu  grofsem  Danke  ver- 
pflichtet, sowie  auch  Herrn  cand.  math.  Schimmack,  der  uns 
eine  Sammlung  von  Berichtigungen  zu  den  früheren  Bänden 
zur  Verfügung  gestellt  hat. 

Berlin  und  Göttingen,  im  Januar  1904. 

G.  Bohlmann.         £•  Zermelo. 
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Erstes  Kapitel. 

Allgemeine  Theorie  der  DifferentialgleiclLniigeiL 
erster  Ordnnng. 


§  1.   Grundbegriffe. 

657.  Einteilimg  der  Differentialgleiohiingexu  Jede  Glei-- 
Ghnng^  welche  melirere  Yariabele  enthält,  und  in  welcher  die 
Differentiale  oder  die  Ableitungen  dieser  Yariabelen  von 
irgend  welchen  Ordnungen  yorkommen,  heulst  allgemein  eine' 
Differentiaigleichtmg.  Hängen  die  Variabelen,  welche  in  eine 
Differentialgleichung  eingehen,  nur  von  einer  einzigen  unter' 
ihnen  ab,  so  ist  die  Gleichung  eine  gewohnliche  Differential' 
gleichtmg.  Wenn  dagegen  die  abluLngigen  Yariabelen  Funk- 
tionen Yon^  mehreren  unabhängigen  sind,  so  heilst  die  Glei-, 
chnng  eine  partieUe  oder  eine  totale  IHfferentialgleidmng,  je 
nachdem  die  partiellen  Ableitungen  oder  die  totalen  Differen- 
tiale der  Yariabelen,  welche  als  ablmngige  zu  betrachten 
sind,  auftreten. 

Statt  einer  Differentialgleichung  kann  man  auch  mehrere 
betrachten,  welche  gleichzeitig  gelten  sollen.  Man  spricht  dann 
Ton  einem  Systeme  simultaner  Differentialgleichtmgen.  Die 
höchste  Ordnung  der  Ableitungen,  die  in  einer  Differential- 
gleichung oder  in  einem  Systeme  auftreten,  heifst  die  Ordnimg 
der  Differentialgleichung  oder  des  Systems. 

Eine  Differentialgleichung  oder  ein  System  von  solchen 
integrieren  heifst  die  Funktionen  finden,  die  die  Gleichung 
oder  das  System  identisch,  d.  h.  für  beliebige  Werte  der  unab- 
hängigen Yariabelen,  befriedigen.  Die  Gleichungen,  welche 
die  Integration  leisten,  heifsen  Integralgleichungen  oder  Integrale, 
die  gesuchten  Funktionen  Lösungen  der  Gleichung  oder  des 
Systems  (vergL  Nr.  658,  723  und  734). 

1* 
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Wir  beschränken  uns  in  diesem  und  dem  folgenden  Kapitel 
auf  den  Fall  einer  einzigen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mit  einer  unabhängigen  und  einer  abhängigen  Yemnderlichen. 

658.  Pie  Bifferentialgleiohimg  erster  Ordnung.  Die 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  hat  die  Form: 

(1)  Fix,y,y')  =  Oi 

X  soll  hier  als  unabhängige,  y  als  die  abhängige  Veränderliche 
betrachtet  werden  und  y^  die  Ableitung  von  y  nach  x  bedeuten. 
In  Nr.  77  des  ersten  Bandes  wurde  gezeigt,  wie  durch  Elimi- 
nation von  willkürlichen  Eonstanten  Differentialgleichungen 
entstehen.  Im  besonderen  führt  eine  Gleichung  mit  einer  will- 
kürlichen EotiBtaftiten  t7: 

(2)  9ix,y,C)^Q 

zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  also  die 
Form  (1)  hai  Differentiiert  man  nämlich  die  Gleichung  (2), 
so  wird: 

(3)  H  +  Ifi^'-O 

und  die  DiJSerentialgleichung  erscheiht  als  das  Beisultat  der 
Elimination  von  C  aus  (2)  und  (3),  (2)  Als  ihre  Integrcdgleühung. 
Hat  man  nun  umgekehrt  zu  der  gegebenen  Diffetentiid- 
gleichung  (1)  auf  ii'gend  einem  Weg6  eine  Gleichung  der  Form 
(2)  gefunden,  so  ist  (2)  eine  Integralgleichung  von  (1),  und 
zwar  hei&t  sie  voUstmdig  oder  ciUgemein,  weil  sie  die  will- 
kürliche Konstante  C  enthält.  Bestimmt  wird  die  willkürliche 
Eonstante  durch  die  y^Anfa/ngsbedingimgen^.  Yerlabgt  man 
immlich,  dafs  für  einen  gegebenen  Wert  x^  Xq  der  unab- 
hängigen Yariabelen,  y  einen  vorgeschriebenen  W^rt  y^  aiminünt^ 
so  ist  C  aus  der  Gleichung: 

zu   berechnen. 

Die  einem  speziellen  Werte  der  Etmstanten  entsprechende 
Integralgleichung  heüjst  eine  partihdare  Integralgleichung.  Er- 
sdieint  die  Integralgleichung  nach  der  willkürlichen  Konstante 
aufgelost  in  der  Form: 
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i;  (x,  y)  «  (7, 

so  nennt  man  die  Funktion  ^  ein  Integral.  Ist  sie  nach  der 
abhangigen  Yariabelen  aufgelöst: 

y  -  9  (o?,  0), 

so  nennt  man  ^  eine  Lösfwng  der  Dijfferentialgleichung.  Je 
nachdem  C  willkürlich  gelassen  oder  speziell  gewählt  wird, 
nennt  man  das  Integral  oder  die  Lösung  eine  vollständige 
(auch  allgemeine)  oder  eine  paHihdare.  Integralgleichungen, 
Integrale  upd  Lösungen,  die  nicht  durch  Spezialisierung  der 
willkürlichen  Konstanten  gefunden  werden  können,  heifsen 
singulare. 

Es  erhebt  sich  nun  allerdings  die  Frage,  ob  eineDüSerential- 
gleichung  auch  solche  Integralgleichungen  besitzt  Dies  werden 
wir  später  untersuchen.  Vorerst  wollen  wir  die  geometrische 
Bedeutung  einer  Düfferentialgleichung  erörtern. 

659.  Geometriscihe  Deutung.  Deutet  man  die  reeUen 
Yariabelen  x,y  bIb  rechtwinklige  Koordinaten  der  Ebene,  so 
wird  durch  jede  GUeichung  zwischen  x  und  y  eine  Kurve, 
durch  das  allgemeine  Integral  (2)  also  eine  einfieu^h  unendliche 
Enryenschar  mit  dem  Parameter  C  dargestellt.  Die  Anfiangs- 
bedingung  (2®)  drückt  dann  aus,  dafs  unsere  Integralkurre 
durch  einen  vorgeschriebenen  Punkt  (xq,  ^q)  gehen  solL  Da- 
gegen giebt  die  Düfferentialgleichung  (1)  eine  Beziehung  zwischen 
den  Koordinaten  {x,  y)  eines  Punktes  auf  einer  Integralkurve 
und  der  zugehörigen  Tangentenrichtung,  die  durch  den  Wert 
von  y'  bestimmt  wird.  Hierbei  ist  ecf  zweckniaiBig>  den  ißegrifif 
des  Idniendementes  einzuführen. 

XJnteT  einem  Linienelemente  (o;,  y,jp)  versteht  man  die 
geqpietrische  Figur,  welche  aus  einem  PuQkte  und  einer  durch 
ilm  gehenden  Geraden  besteht,  wobei  man  mit  (x,  y)  die  red^t- 
wjnkligen  Koordinaten  des  Punktes  und  mit  p  den  Tangens 
des  Winkels  bezeichnet,  den  die  Gerade  mit  der  positiven 
x-Ane  bildet 

Betrachtet  man  im  besonderen  einen  Punkt  auf  einer 
Kurve,  so  kann  man  die  Gerade  des  Linienelementes  mit  der 
Tangente  im  Kurvenpunkte  zusammenfallen  lassen,  also  p  ^y' 
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setzen.     Dann   heilst  (rc,  y,  y')   ein  Linienelemmt  der  Kurve. 

Die  Ebene  enthalt  also  dreifach  unendlich  yiele^  oder^  wie 
pig.  1.  man  schreibt^    oo^  Linienelemente,   die 

Linienelemente  einer  Kurve  bilden  eine 
einfach  unendliche  Schar.  Eine  Gleichung 
(la)  Fix,y,p)=^0 

sondert  aus  den  oo^  Linienelementen^ 
der  Ebene  oo*  bevorzugte  aus,  und  die 
Aufgabe,  die  Differentialgleichung  (1) 
zu  integrieren,  kommt  darauf  hinaus, 
die  Kurven  zu  bestimmen,  denen  diese  bevorzugten  Linien- 
elemente angehören.  Ein  allgemeines  Integral  (2)  der 
Differentialgleichung  finden,  heilst,  diese  oo^  Linienelemente 
zu  einer  einfach  unendlichen  Schar  von  je  oo^  Linienelementen 
anordnen,  die  immer  die  Linienelemente  einer  Kurve  bilden. 
Jede  solche  Kurve  heifst  eine  IntegrcUhwrve. 

Die  soeben  vorgetragene  geometrische  Interpretation  ist 
ihrer  Natur  nach  auf  den  Fall  beschränkt,  dalis  die  vor- 
kommenden Gröfsen  sämtlich  reeU  sind.  Es  ist  aber  bequem, 
die  geometrische  Bedeweise  gelegentlich  auch  dann  beizubehalten, 
-wenn  x^y^y'  oder  p  imaginäre  und  komplexe  Werte  annehmen. 
Man  spricht  dann  von  imaginären  Punkten,  Kurven,  Geraden, 
Sichtungen,  Linienelementen. 


§  2.   Das  Existenztheorem. 

660.  Die  Differentialgleichmig  y'=f(Xyy)'  Wir  wenden 
uns  nunmehr  zur  Untersuchung  der  in  Nr.  658  aufgestellten 
Frage,  ob  zu  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  auch 
immer  eine  vollständige  Lösung  oder  eine  partikulare  Losung 
mit  willkürlich  vorgeschriebenen  Anfangswerten  gehört.  Wir 
beschränken  uns  dabei  zunächst  auf  den  Fall,  wo  die  Glei- 
chung nach  y^  aufgelöst,  also  in  der  Form  gegeben  ist 

(1)  y'=^f{^,y)- 

Die  Yariabelen  x^  y  denken  wir  uns  dabei  zunächst  kom- 
plex,   um    AnschluiB    an    die    Sätze    der    Funktionentheorie 
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(Nr.  639 — 643)   zu   gewinnen^    und  können   so   das  folgende 
Theorem  beweisen: 

Satz  L  Es  sei  f(x,  y)  eine  analytische  Fmktüm  ihrer 
beiden  Argumente^  wdehe  in  der  Umgebung  der  Stdle  x^x^ 
V^Vo  ^^'^^  ist.  Dann  giebt  es  immer  eine  und  nur  eine 
analytische  Funktion  y  von  Xy  x  =  <p{x,  y^),  wdche  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  Xq  regulär  isty  der  Differentialgleichung 
y'=  f{xy  y)  genügt  und  fiir  x  =  Xq  den  Wert  y^  annimmt. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  fükren  wir  sO;  dafs  wir  zu- 
nächst für  y  eine  Beihenentwickelung  nach  Potenzen  von 
x  —  Xq  rein  formal  ansetzen^  dann  die  Koeffizienten  berechnen 
und  hierauf  die  Konvergenz  der  erhaltenen  Reihe  nach- 
weisen. 

Soll  nämlich  die  analytische  Funktion  y  von  x  in  der 
Umgebung  von  x^  regulär  sein,  so  gilt  dort  nach  Nr.  372 
die  Taylorsche  Entwickelung: 

(2)         »  =  yo+y'o(a'-^)  +  y"o^^4?^*  +  ---' 

wemi    y^,  y\,  y^\y ...    die    Werte    der    Funktion    und    ihrer 
snccessiven  Ableitungen  an  der  Stelle  x^  bezeichnen.   . 

Mit  der  Differentialgleichung  (1)  müssen  aber  auch  die 
sämtlichen  durch  Differentiation  aus  ihr  entstehenden  Glei- 
chungen in  der  Umgebung  von  x^^y  also  auch  an  der  Stelle  x^ 
selbst  erfüllt  sein: 


(3) 


Dabei  sind  die  eingeklammerten  Ausdrücke,  wie  der 
Index  0  andeutet,  an  der  Stelle  x  ^=^XQy  y^^Vo  ^^  nehmen. 
Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  die  Werte  von  y',  y^\^ . . . 
snccessive  eindeutig  bestimmen,  sobald  x^  und  y^  gegeben 
sind,  und  daraus  folgt,  daJs  die  Funktion  y,  weim  sie  über- 
haupt existiert,  nur  eine  bestimmte  sein  kann. 
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Demnach  Iiat  n^an  zweierlei  zu  beweisen:  erstens,  daliei 
die  Reihe  anf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  konvergent 
ist,  solange  der  Betrag  von  x  —  Xq  kleiner  bleibt  als  eine 
positive  Zahl  r,  wenn  die  Koeffizienten  y'^,  j/''^, . . .  ver- 
mittelst der  Gleichungen  (3)  bestimmt  sind;  und  zweitens, 
daGs  diese  Funktion  y  in  der  That  der  Differentialgleichung 
genügt.  Gehen  wir  nun  zunp,chst  zu  dem  ersten  Teil  des 
Satzes  über. 

Wir  bezeichnen  mit  M  den  grölsten  Wert,  den  |  f(Xf  y)  \ 
annimmt,  wenn  x  und  y  auf  den  Bereich: 

l«-«ol<*-.   \y-yo\<9> 

in  welchem  f{Xjy)  noch  ausnahmslos  regulär   sein  soll,  be- 
schrankt werden.    Femer  setzen  wir: 

(4)  *(«,i))  " 


und  betrachten  die  Differentialgleichung 

(6)  V=||  =  V'(»,'?). 

Wir  behaupten  nun,  daCs,  solange  |  o;  —  rPo  |  eine  ge- 
wisse Grenze  nicht  überschreitet^  eine  und  nur  eine  analytische 
Funktion  ij  von  x  existiert,  die  der  Differentialgleichung  (5) 
genügt  und  sich  &Lr  x^==Xq  auf  y^  reduziert.  Die  Gleichung  (5) 
lafst  sich  auf  die  Form  bringen: 

r 

die    man,    wie    leicht    zu    sehen,    durch    Differentiation    der 
Gleichung 

(6)  (,-yo)-^  +  M^-^)-0 

gewinnt.    Diese  Integralgleichung  ist  vom  zweitei^  Grade  in 
Bezug  auf  ij  —  yo  nnd  hat  die  Lösung: 

(6a)     ^ = 1  ±yi+^i(i-^y 
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fj  ist  abo  eine  analjrtische  Fonktion  Yon  x  und  regulär  in 
der  Umgebung  von  x^=Xq.  Soll  dabei;  fOr  x^^Xq,  rj  den 
Wert  ^0  annehmen,  so  muls  der  Quadratwurzel  das  untere 
Zeichen  erteilt  werden,  und  es  folgt  die  Entwickelung: 

('}  ^  =  »0+^0-^1 r  V  0'  — 2^|— H 

Der  Radikand  in  (6a)  ist  regulär  und  von  Null  ver- 
schieden, solange 

|a;-a:o|<r'=r-(l-c"«^)<r 

ist.  Die  Reihe  (7)  konvergiert  also  innerhalb  eines  um  x^ 
mit  dem  Radius  r'  beschriebenen  Kreises. 

Die  Koeffizienten  ti\,  rj'^Q  dieser  Entwickelung  gewinnt 
man,  indem  man  die  Werte  X'^Xq,  fj^^ffo  ui  das  System 
substituiert,  welches  aus  der  Gleichung  (6)  und  den  durch 
Differentiation  aus  ihr  abgeleiteten  besteht,  nämlich: 


(8) 


Vo  =  l^J  +  lij^L'J'o, 


n  0 


Nach    Gleichung    (6)    der    Nr.   6Ei6    ist   aber   für   alle 
A,  l*  =  0,  1,2...: 


Vergleicht  man  daher  das  System  (3)  mit  dem  Systeme  (8), 
so  ergiebt  sich  successive: 


Nach  dem  Lehrsatz  IQ  der  Nr.  108  konvergiert  daher 
die    Reihe   (7)    ebenso    wie    die  Reihe    (2)    in    dem    Kreise 
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mit  dem  Badius  r\  d.h.  fiir  alle  x^   die  der  Bedingung  ge- 
nügen: 

(9)  |a;-a;o|<V'=r(l~r^). 

Es  ist  nun  noch  zn  zeigen^  dafs  die  durch  Gleichung  (2) 
definierte  Funktion  y  auch  der  Differentialgleichung  (1)  ge- 
nügt.    Durch  Differentiation  von  (2)  findet  man: 

Andrerseits  ist  /(a?,  y),  wenn  man  für  y  die  Reihe  (2) 
einsetzt;  eine  analytische  Funktion  von  x  allein^  deren 
successive  Ableitungen  für  a?  ==  a?o  wegen  (3)  mit  den  Werten 
^Q,  y'o,  if\y » . .  übereinstimmen.    Es  wird  daher  allgemein: 

f^''={^-^)r^'^'^'  „=0,1,2:.. 

und  mithin  geht  (2')  über  in: 

y'=^+A•^+ro•^=F +  •••=/'(«'' s')- 

Also  ist  y  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1). 

Hiermit  ist  der  Satz  dieser  Nummer^  also  das  Existenz- 
theorem für  den  Fall^  dafs  die  Differentialgleichung  nach  y^ 
aufgelöst  ist;  bewiesen.    Dabei  ist  noch  folgendes  zu  beachten. 

Das  Existenztheorem  liefert  uns  zunächst  eine  parti- 
kulare Lösung  mit  den  Anfangswerten  {x^^  y^).  Da  aber  diese 
keiner  anderen  Beschränkung  unterliegen/  als  dats  f  in  ihrer 
Umgebung  regidär  ist,  so  darf  ^q  abgesehen  von  dieser  Be- 
dingung toülkürUch  gewählt  und  daher  als  die  willkürliche 
Konstante  einer  vollständigen  Lösung  (Nr.  658)  aufgefafst 
werden.  Wir  sehen  daher,  dafs  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung;  welche  von  der  Form  (1)  ist  und  den  Voraussetzungen 
des  Existenztheorems  genügt;  immer  eine  und  nur  eine  ana- 
lytische Lösung  y  ==  9  {x,  y^)  besitzt;  die  sich  in  der  Umgebung 
von  Xq  regulär  verhält  und  für  x^Xq  einer  wiülmrlich  vor- 
geschriebenen Anfangskonstanten  gleich  wird.  Da  die  Lösung 
nur  ein  spezieller  Fall  der  Litegralgleichung  ist;  so  ist  die 
Existenz  von  solchen  ebenfalls  bewiesen;  die  Existenz  der  Lite- 
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grale  (Nr.  658)  werden  wir  aber  erst  selir  viel  später  (in  der 
Theorie  der  partiellen  Düfferentialgleichnngen)  und  gleich 
allgemein  f&r  irgend  ein  System  von  DifFerentialgleichnngen 
nachweisen. 

Natürlich  gilt  unser  Satz ;  den  wir  fOr  Icomjaiexe  Yariabelen 
bewiesen  haben^  im  besondem  auch  fOr  reelle  Veränderliche* 
Ist  nämlich  f  (x,  y)  eine  reelle  Funktion  der  reellen  Yariabelen 
X,  y,  die  durch  eine  Potenzreihe  gegeben  wird,  so  gelten  die- 
selben Formeln,  und  es  bestimmen  sich  die  Koeffizienten  der 
Beihenentwickelung  (2)  aus  dem  Systeme  (8)  ebenfalls  ab 
reelle  Zahlen;  wir  erhalten  so,  geometrisch  gesprochen,  ein 
Stück  der  durch  den  Punkt  Mq(xq,  y^)  gehenden  Integralkurre. 
Andrerseits  kann  man  einen  Punkt  Jif^(^^y^) 
des  so  gewonnenen  Kurvenstückes  als  neuen 
Anfangspunkt  wählen  und  auf  diesen  wieder 
das  Verfahren  des  Existenztheorems  an- 
wenden. Auf  diese  Weise  können  wir  die 
Integralkurve  so  weit  fortsetzen^  bis  wir  zu 
einem  singulären  Punkte  der  Funktion 
f  (ai,  y)  gelangen.  Wir  sind  also  imstande, 
einen  ganzen  Bereich  der  Ebene,  in  welchem  f{Xy  y)  regulär 
ist,  mit  Integralkurven  zu  erfüllen.  Die  Figur  2  erläutert  dies 
Verfahren. 

661«  EzistenB  der  ixnplioiten  Funktion.  In  Nr.  187  wurde 
bei  der  Betrachtung  der  impliciten  Funktion 

(1)  F{x,y)  =  0 

darauf  hingewiesen,  daJs  der  Beweis  für  die  Existenz  einer 
solchen  Funktion  erst  nachträglich  vermittelst  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  vollständig  geführt  werden  würde.  Dieser 
Nachtrag  soll  jetzt  geliefert  werden,  indem  wir  das  folgende 
Theorem  beweisen. 

Satz  IL  Es  sei  F(x,y)  eme  cmalytische  Funktion  der 
hmpleocen  VeränderUdien  x  und  y,  die  sich  m  der  Umgebung 
der  Stelle  x  ^Xq,  y  =*  j/o  regulär  verhalt;   an  derselben  Stelle 

(%%)  ^^  -F— 0,  aber  nicht  ^  =  0.    Alsdann  giebt  es  eine 

md  nur  eine  analytische  Funktion  y  von  Xy  welche  in  der  Um- 
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i^imng  cfer  Stelle  Xq  regtMr  ist,  für  x^Xq  den  Wert  y^  o»- 
nimmt  imd,  in  die  Gleichung  J  «=  0  emgeseM,  diese  identisch 
befriedigt. 

Wenn  eine  Funktion  y  von  der  verlangten  Besdiaffenlieit 
existiert^  so  mufs  sie  mit  der  Gleiclmng  (1)  auch  die  durch 
Differentiation  nach  x  entstehende  Gleichung  erf&llen: 

(2)  F'^F.(x,y)  +  if  Fy{x,y)^0 

wenn  mit  F\  und  F\  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion 

F  nach  x  und  y  bezeichnet  werden.    Nun  ist  aber  die  rechte 

Seite  wieder  eine  analytische  Funktion  von  x  und  y  (Nr.  654) 

und  regulär  in  der  Umgebung  der  Stelle  {Xq,  y^y    weil  der 

Nenner  F\  nach  unserer  Annahme   dort  nicht  verschwindet. 

Also  genügt  die  Differentialgleichung  (2)  den  Voraussetzungen 

unseres  Existenztheorems  der  vorigen  Nummer,    und   mithin 

besitzt  sie  ein  analytisches  partikulares  Integral  y,  das  in  der 

Umgebung  von  x^  regulär  ist  und  für  a:  =  a?,)  den  Wert  y^ 

annimmt.   Diese  Funktion  y  von  x  befriedigt  also  die  Gleichung 
dF 

(2),  ^  =  0,  identisch  und  durch  Integration  finden  wir 
F{p>y  y)  =  coiist.  =  Fix^y  yo)  =  0. 

So  haben  wir  eine  Funktion  von  den  verlangten  Eigen- 
schaften gefunden,  und  diese  ist  zugleich  die  einzige,  weil 
auch  die  Differentialgleichung  (2  a)  nur  eine  einzige  Losxmg 
mit  den  Anfangswerten  x^y  y^  besitzt. 

662.  Die  implioite  Fmiktion  von  mehreren  Variabelen. 

Den  Existenzbeweis  der  implioiten  Funktion  können  wir  auf 
den  Fall  ausdehnen,  wo  mehrere  unabhängige  Veränderliche 
vorhanden  sind,  und  zwar  vermöge  des  folgenden  Theorems: 

Satz  IIL  Es  sei  F(x^y  x^,  .  .  .  Xny  y)  eine  cmoHytische 
Fmktion  der  n+  1  Veränderlichen  x^yX^y. . .  Xny  y,  welche  sich 
in  der  Umgebung  der  Stelle  0:4  ==  a^,  a^g  =  Oj, . . .  ir„=  a„,  y  =  y^ 
regulär  verhalt.  An  dieser  Stelle  (a^y  o^, . . .  a»,  j^q)  ^^^  ^^ 
die  Funktion  F  den  Wert  NuU  haheny   die  partiede  Ableitung 

■j-  aber  von  NuU  verschieden  sein.    Alsdann  giebt  es  eine  und 


Allgemeine  Theorie  der  DiffereDÜalgleichniigeii  erster  Ordnung.    13 

umr  eine  cmtdytisehe  Faniktim  y  von  (x^f...XH,  wdche  an  der 
fifeBe  ifl^y . . .  Ote)  den  Wert  y^  tmmmmty  m  der  Umgebung 
dieser  Stäle  reg'dcbr  ist  wnd^  ßr  y  in  die  Gleichung  F«  0  ein- 
ge^eta^  diese  identisd^  d.  h.  für  fMkürlidhe  Werte  der  Großen 
Xi,. ,  .Xn  befriedigt. 

Wir  beweisen  den  Satz,  indem  wir  ihn  auf  den  Satz  11 
der  vorigen  Nmnmer,  d.  h.  anf  den  Fall  einer  einzigen  nn- 
abliangigen  Yariabelen  zorückfüliren. 

Führen  wir  nämlich  in  unsere  Gleichung 

(1)  F(«i,ai,...a;„,  y)«0 

fttr  die  VÄriabelen  x^,  x^,..,Xn  die  Werte  ein 

(2)  ai  =  ai  +  irli,    ^^=»0^  + «|j, . .  .a?«  =  a,  +  a:|, 

und  betrachten  die  GfroJben  Si;  ^;  • . .  In  als  konstant  und  x 
allein  als  yeranderlich,  d.  h.  geometrisch  gesprochen,  lassen 
wir  die  Stelle  (x^,  x^, , . .  Xn)  zwischen  den  Stellen  (a^,  a^,  ..(i^ 
und  (a^  +  li, .  • .  Ä«  +  |„)  geradlinig  variieren,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

(la)    JP(ai  +  xtt,  (h  +  ^ii,"'<^n  +  xin, y)  =  P(x, y)  =  ö 

und  können  anf  diese  unmittelbar  das  Verfahren  der  vorigen 
Nummer  anwenden.  So  erhalten  wir  fOr  y  eine  Entwickelung 
der  Form 

(3)  y^n+  9i^  +  9t^^  +  •  •  -^ 

welche  für  alle  |a;|<r  konvergiert,  die  Gleichung  (la)  er- 
fallt und  für  0:^0  den  Wert  9^0^ !^o  ttxuummt;  denn  nach 
unserer  Annahme  ist: 

F(a,,a,,...an,y,)^F{0,y,)^0. 
Hier  sind  freilich  die  Eoeffizienti^  9>^,  9^2^ '  *  •  sowie 
auch  der  Eonvergenzradius  r  noch  abhängig  von  der  Wahl 
der  Gtofsen  li>  ls> . . .  |«.  Sie  bestimmen  sich  aber  durch  die 
successiven  nach  x  genommenen  Ableitungen  der  Funktion  y 
an  der  Stelle  tr  =»  0,  tmd  es  ist  wie  in  Nr.  661 

Tpf  TP  TP  TP' 

(4)  y'=  -  "yr  =  —  ii  -pT-  —  I2  -j^  ^FV  ' 

wenn  unter  JF^,  i^^,  . . .  JF„  die  partiellen  Ableitungen  nach 
x^,  X2,  * . .  Xn  verstanden  werden.    Wie  man  sich  nun  durch 
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snccessiye  Differentiation  leicht  überzeugt,  werden,  auch  alle 
höheren  Ableitungen  y(")  homogene  ganze  Funktionen  n^^  Gra- 
deis der  GfröijBen  li,  ^^ . . .  In>  wenn  man  die  Substitution  o; «  0. 
i.lL  x^«^  Ol, ...  Xn  '^  an  ausfuhrt.  Demnach  werden  die  Glieder 
o^^")  wieder  homogene  Funktionen  der  Grofsen 

und  die  Reihe  (3)  geht  über  in  eine  Fotenzreihenentwickelung 
nach  diesen  Differenzen,  stellt  also,  soweit  sie  konyergiert; 
eine  analytische  Funktion  der  nYariabelen  x^y  x^, . .  .Xn  dar,  die 
in  der  Umgebung  von  (a^,  a^, . . .  an)  regtdar  ist. 

Bei  der  Beurteiltmg  des  Eonvergenzbereiches  wollen  wir 
annehmen,  dafs  die  Beträge  {  |^  {,  |  I3 1> .  •  •  |  In  |  sämtlich  ^  1 
sind,  was  nach  (2)  die  Allgemeinheit  nicht  beschränkt,  tmd 
daij9  immer  in  (4)  -    ^, 


(5) 


n 


<M 


sei  für  alle  Ixi  —  ax\<r  und  für  \y  ■—yol'^  Q-  Dann  gilt 
die  Ungleichheit  (5)  auch  für  |  a?  |  <  r,  unä  nach  (9)  in 
Nr.  660  konvergiert  die  Reihe  (3)  in  einem  Kreise 

|a:|<r'=r(l-6^), 
für  ein  beliebiges  der  Bedingung  |  |z  |  ^  1  genügendes  Werte-. 
System  |^, . . .  |„.    Mithin  konvergiert  auch  unsere  schliefslichC; 
Potenzentwickelung  sicher  in  dem  Bereiche 

I  a?!  —  Ol  I  <  r',     I  iTa  —  Ojj  I  <  r', . . .,  |  a?„  — a„  |  </; 
tmd   es   ist   «/   in  der  That  eine  analytische  Funktion  der  un- 
abhängigen Yariabelen  x^,  x^, . . .  Xn  und   regulär   in   der  Um- 
gebung der  Stelle  («i,  o^;  •  •  •  ^«)* 

663,  Die  Differentialgleicliung  F(x,  y,  yO^O.  Wir 
sind  nunmehr  imstande,  den  Existenzbeweis  zu  führen  für. 
die  in  Nr.  658  betrachtete  .  Differentialgleichung  der  ,  all- 
gemeinen Form 

(1)  F.(x,y,y')  =  0, 

indem  wir  beweisen: 

Satis  IV.  Es  sei  F(x,  y,  y')  eine  amlytische  Funktion  der 
Variabelen  x,  y,  y',  die  sich  in  der .  ümgebwng  der  Stelle 
^of  Pof  y'  ^^^öfr  verhalt.    An  dieser  Stelle  selbst  sei  F'^  0, 
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aber  die  pqrfieUe  JUeUtmg  der  -^  der  Fwnktion  nach  y*  von 
NuU  verschieden.  Alsdann  giebt  es  immer  eine  und  nur  eine 
analytische  FmiktUm  y'=^g>(xy  ^o)  ^^^^  ^9  ^  ^ß  f^  ^  =  ^1 
y^^Vof  y'  =  y'o  «^^^  während  in  der  Umgebung  von  x^Xq 
y  regulär  ist  und  der  Differentialgleichung  F{x,  9;  yO  "*  ^  genügt, 

Nacli  Nr*  662  können  wir  namlicli  unter  den  gemachten 
Voraussetzimgen  die  Gleiclinng  (1)  nach  i/  auflösen^  also  anf 
die  Form  bringen 

(2)  y'=f(.^,y), 

WO  f(x,  y)eine  analytische  Funktion  ist,  die  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (xq,  y^  regulär  ist  tmd  an  der  Stelle  selbst  den 
Wert  y\  annimmt.  Diese  Gleichung  (2)  ist  also  genau  von 
der  Beschaffenheit  der  Differentialgleichung  (1)  in  Nr.  660, 
und  wir  sind  berechtigt,  das  Theorem  I  anzuwenden.  Die  ge- 
fundene Lösung  y  der  Gleichung  (2)  mit  den  An&ngswerten 
^07^0  g^^^S^  Assm  auch  der  Gleichung  (1)  tmd  ist  zugleich 
die  einzige,  die  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle 
regulär  ist  und  die  Yorgeschriebenen  Anfangswerte  besitzt. 

§  3.   Singulare  Losungen. 
664*  Der  Begriff  der  singulären  Lösung.    Das  in  Nr.  663 
bewiesene  Existenztheorem  hat  uns  gezeigt,  wie  wir  zu  jeder 
Differentialgleich- 
ung erster  Ordnung 
die  mit  einer  will- 
kürlichen Eonstan- 
ten behaftete  A)oVr 
sUmdigeLöstmg  yer- 
möge    einer    kon- 
vergenten   Potenz- 

I^ihenentwickel- 

ung  bestimmen 
können.     Aus   ihr 
finden    wir    durch 
Spezialisierung  der 
Eonstanten  beliebig  yiele  partikulare  Lösungen.    Es  fragt  sich 


Fig.  8. 
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nnn^  ob  bei  einer  Differentialgleichuiig  erster  Ordnimg  in  be- 
sonderen Fällen  noch  andere  Losungen  auftreten  können^  die 
sieb  nicht  durch  spezielle  Wahl  der  Integrationskonstanten  aas 
der  YoUständigen  ableiten  lassen. 

Dafii  solche  Lösungen  thatsachlich  YOtkommen  können, 
möge  zunächst  dutch  ein  einfaches  Beispid  erläutert  werden. 
In  Nr.  211  betrachteten  wir  die  Schar  aller  Kreise  mit  festem 
Radius  a,  deren  Mittelpunkt  auf  der  a;-Achse  liegt: 

y«+(a:-(7)«-a«-0. 

Betrachten  wir  diese  als  YoUständige  Integralgleichung  zu  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnimg  mit  der  Integrations- 
konstanten  C,  so  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  x  und 
Blimination  Yoii  C  nach  der  in  Nr.  59  auseinandergesetzten 
Methode: 

und  daher  die  Differentialgleichung: 

Diese  hiat  aber  offenbar  noch  die  bdden  Lösungeii:    . 
y^  +  a,    y^-^a, 

welche  die  Parallelen  zur  x-Aze  im  Abstände  a  oberhalb  und 
unterhalb  derselben  darstellen.  Diese  sind  nicht  in  der  Ereis- 
schar  enthalten^  also  keine  partikularen^  sondern  singfdäre 
Lösungen  (Nr.  658). 

Wir  werden  im  folgenden  zunächst  die  Bedingungen 
untersuchen^  unter  denen  die  Differentialgleichung  eine  singuUre 
Lösung  besitzt.  Wir  werden  sehen^  daiüg  eine  solche  nur  in 
Ausnahmeföllen  Yorhanden  ist. 

665.  Erledigung  des  Falles  y'^=^f(x,y).  Aus  dem  Bzistenz- 
theorem   Nr.  660   folgte;   dafs   eine  Differentialgleichung   der 
Form 
(1)  y'-fixyy), 

in  welcher  die  analytische  Funktion  f{x,y)  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (xq,  y^)  als  regulär  Yorausgesetzt  wird,  eine  und  nur 
eine  analytische  Lösung  y^q>  (Xy  y^)  besitzt^  die  fiir  re ««  o^ 


Allgemeine  Theorie  der  Differentiftlgleichniigen  erster  Ordnung.    17 

den  Wert  y^  anDimmt  und  in  der  ümgebiing  dieser  Stelle 
regoUu:  ist.  Die  gefimdeiie  Lögimg  gehört  zu  chan  partikularen 
und  es  folgt,  dafs  es  unter  den  gemachten  YoranBeetsnngen 
wenigstens  keine  analytische  singulare  Lösnng  mit  den  Anfioigt- 
werten  Xq,  y^  geben  kann.  Es  fragt  sich  aber,  ob  nicht  etwa 
eine  nickt  analytische  Funktion  y  ^^  (x)  mit  denselben  An- 
fimgswerten  die  Differentialgleichnng  eben&Us  befriedigen  kann. 
Diese  Frage  ist  zn  verneinen^  wie  der  folgende  Satz  lehrt: 

Säte  I.  An  einer  Stelle  (x^,  y^),  in  deren  Umgebung  f(Xy  y) 
regulär  ist,  besitzt  die  Diferentiaigleichung  y'^f{x^y)  aufser 
der  analytischen  Löstmg  y  »  ^(x)  keine  andere,  die  für  x^x^ 
densdben  Anfangstoert  y^  annimmt. 

Wir  nehmen  an,  es  ^be  noch  eine  stetige,  di£ferentier- 
bare  Funktion  y  —  ^{x),  welche  eine  Losung  der  Differential- 
gleichung wäre.    Alsdann  ist 

(2)  v'-f(x,y)- 

Setzen  wir  nun  zur  Yerein&chtmg  y  » y  -f  i},  so  ist  i} 
ebenfEdls  eine  stetige  und  differentierbare  Funktion  von  x,  die 
sich  &Lr  x==Xq  auf  Null  reduziert  und  in  der  Umgebung 
Ton  Xq  der  Differentialgleichung  genügt: 

(3)  v'-fQ^f  y  +  v)-  f{xy  y) «  rtf^. 

Hier  ist  aber 

f,  =  fJEiy±±zf^^F{x,y,n)-^m 
eine  analytische  Funktion  der  drei  Yariabelen  Xy  y,  ^,  die  sich  filr 
iy  =  0  auf  den  endlichen  Wert  J-  reduziert,  also  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  x^,  y^,  0  regulär  ist  und  nach  Einsetztmg 
der  Funktionen  y{x)  und  r^ipc)  gleichfiJls  eine  stetige  Funktion 
Ton  X  in  der  Umgebung  der  Stelle  X'=Xq  darstellt. 

Da  nun  die  stetige  Funktion  rj='rj(x)  für  x  =  Xq  den 
Wert  0  annimmt,  so  können  wir  das  Intervall  {Xq  . . .  iCi)  stets 
so  klein  wählen,  dafii  nicht  nur  f(x,  y),  sondern  auch 
^(.^9  yy  V)=^fii^)  ^  all®  Werte  x  dieses  Intervalles  imd  die 
zugehörigen  Werte  von  y  und  rj  noch  regulär  bleibt,  und  dafs 
gleichzeitig  fcLr  alle  Stellen  dieses  Intervalles 

I  ^  -  ^0  I  •  I  /i  (^)  I  ^  I  ^1  -  ^0  I  •  I  /i  (a?)  I  <  -^ 

Serret,  Düt-n.Integr»l-Beohniuig.  HL  2.  Aufl.  2 
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wird.  Bezeichnen  wir  nun  mit  M  den  absolnt  grölsten  Wert, 
den  die  Fanktion  ri{x)  in  diesem  Intervalle  {x^. , .  o^)  wirklich 
annimmt,  so  folgt  aus  (3)  durch  Integration  zwischen  dea 
Ghrenzen  Xq  und  xKx^ 


I  ri(x)  \<\x  —  Xq\M 


und 


2  M 


x-x^\ 


&x  aUe  Werte  x  des  Intervalles,  während  doch  der  grö&te 
Wert  M  auch  angenommen  werden  sollte.  Es  ei^ebt  sich 
also  ein  Widerspruch  aus  der  Annahme  M>  0,  und  die 
Funktion  rj  mufs  in  dem  ganzen  Intervall  (Xq.  . .  x^)  den  Wert 
Null  haben,  also  y^^y  sein. 

Daraus  folgt  weiter,  daij9  an  keiner  Stelle  x,  y,  wo  die 
Funktion  f{x,  y)  regulär  ist,  eine  singulare  Losung  der 
Differentialgleichung  y^  =  f(x,  y)  existieren  kami. 

666.  Die  Diskriminantenkurve.    Die  Differentialgleichung 

(1)  F(x,y,y')  =  0 

können  wir  an  jeder  Stelle,  wo   die  Funktion  F  regulär  und 

d  F 
die  partielle  Ableitung  -g-?  =  F^{^,  y,  y')  von  Null  verschieden 

ist,  nach  Nr.  663  immer  auf  die  eben  behandelte  Form 
y^  =sif(Xf  y)  bringen,  und  dort  existiert  dann  gleichfalls  auJjser 
der  in  Nr.  663  gefundenen  analytischen  Lösung  keine  weitere, 
auch  keine  nicht  analytische.  Soll  also  eine  Differential* 
gleichung  (1)  eine  singulare  Lösung  besitzen^  fSLr  welche  die 
Fimktion  F  gleichwohl  nicht  aufhört  regulär  zu  sein,  so  mufs 
an  allen  Stellen  dieser  Lösung  aufser  der  Gleichung  (1)  noch 
die  folgende  Gleichung  erfüllt  sein 

(2)  ^^^F,ix,y,y')^0. 

Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  definieren  aber,  wenn 
man  y'  als  Parameter  betrachtet,  im  allgemeinen  eine  analy- 
tische Beziehung  zwischen  x  und  y  allein 

(3)  i>(^,y)-o. 
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die  durch  Elimination  Ton  y'  gefunden  und  durch  die 
y^DiakriminantenkurvQ^  dargestellt  wird.  Nehmen  wir  nämlich 
an,  dals  die  Gleichung  (1)  in  Bezug  auf.  y*  algebraisch,  also 
F  eine  ganze  rationale  Funktion  von  y*  sei,  so  gilt  das  Gleiche 
auch  von  F^,  und  die  Resultante  der  beiden  Funktionen  F 
und  2^  in  Bezug  auf  y',  die  sich  rein  algebraisch  bilden  lalst^ 
wird  in  der  Algebra  als  die  Dishriminante  der  Funktion  F(y') 
bezeichnet.  Ist  F  auch  in  Bezug  auf  x  und  y  algebraisch,  so 
ist  es  auch  ö— 7  und  die  Diskriminante  J){Xf  y).  Wir  haben 
also  den  Satz  gewonnen: 

Sat0  IL  Jede  singulare  Löstmg  der  IHfferefdiälgleichung 
^{^7  Vj  y')  =  0,    für    wdche    die   Funktion   F  nicht   aufhört 

reatdär  zu  sein,  ist  in  der  du/rch  Elimination  von  y*  aus  F^  0 

dF 
wnd  ^  =  0  entstehenden  Dishriminantenkurve  D  =  0  enthalten. 

Die  Dtskriminantenhurve  einer  algebraischen  Differentialgleichung 
ist  selbst  algebraisch. 

Man  hat  also  die  singulare  Lösung,  sofern  F  nicht  selbst 
auf  ganzen  Kurven  singulär  wird,  ausschlielslich  zu  suchen 
unter  den  Teilen  der  Diskriminantenkurve,  kann  sie  also,  falls 
sie  existiert,  ohne  Integration  finden  durch  blofse  Eliminations- 
prozesse. 

So  ist  in  dem  Nr.  664  behandelten  Beispiele 

F^y\y'^+l)^a^^O 
und  die  Diskriminantenkurve 

zerfallt  in  die  Doppelgerade  y^ »  0  und  in  das  Geradenpaar 
y=^±a.  Das  letztere  stellt  in  der  That  eine  sii^ulare  Lösung 
unserer  Differentialgleichung  dar,  dagegen  genügt  die  o;- Achse 
y=»0  xmserer  Differentialgleichung  nicht. 

Die  Diskriminantenkurve  der  Differentialgleichung 

(y'-«)'-(y-&)  =  o 

reduziert  sich  auf  die  eine  Gerade  y^^b,  die,  abgesehen  von 
dem  besonderen  Falle  a  =  0,  der  vorgelegten  Differential- 
gleichui]^  nicht  genügt 
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Die  Diskriminantenkarve  (3)  brancht  also  nicht  notwendig 
eine  Lösung  der  Differentialgleichting  darzustellen.  Die  Glei- 
diiing  (3)  als  Resultante  Yon  (1)  und  (2)  besagt  eben  nur^ 
dafb  di^  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  durch  denselben 
Wert  Ton  y'  befriedigen  lassen;  dieser  Wert  braucht  aber 
nicht  derselbe  zu  sein,  der  die  ^angentenrichtung  der  Dis- 
kriminantenkurre  bestimmt,  also  der  Gleichung  genügt: 

(4)  Di  +  Ay'  =  o. 

Der  Index  soll  hier  und  im  folgenden  die  Nummer  des 
Argumentes  bedeuten,  nach  welchem  die  partielle  Ableitung 
2u  nehmen  ist.  D^  bedeutet  die  partielle  Ableitung  yon 
D{x,  y)  nach  Xy  D^  die  nach  y.  Diese  Bedingung  (4),  die  zu 
(3)  hinzukommen  muTs,  wenn  die  Diskriminanteukurve  ganz 
oder  teilweise  eine  Losung  der  Differentialgleichung  sein  soll, 
UUst  sich  aber  auch  durch  eine  andere  ersetzen,  welche  den 
expliciten  Ausdruck  der  Diskriminante  D,  also  die  wirkliche 
AusfOhrung  der  Elimination  von  ^  nicht  erfordert.  Soll 
nämlich  die  Differentialgleichung  (1)  längs  der  Diskriminanten- 
kurve  erfüllt  sein,  so  kann  man  die  Gleichung  (1)  total 
nach  X  differentiieren  und  erhalt  dann  mit  Bücksicht  auf  (2) 
die  Gleichung 

(5)  F,  +  F,y'^0, 

welche  die  Tangentenrichtung  der  durch  (1)  und  (2)  gegebenen 
Diskriminantenkurye  bestimmt,  Yorausgesetzt,  dafs  F^  und  F^ 
nicht  auf  der  ganzen  Kurve  gleichzeitig  verschwinden.  Giebt 
es  aber  ein  Kuryenstück,  das  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (5) 
gleichzeitig  genügt  für  dieselben  Werte  yon  Xy  y  und  y\  ohne 
dafs  F^  und  F^  überall  gleichzeitig  yerschwinden,  so  ist  es  in 
der  That  auch  eine  Lösung  unserer  Differentialgleichung.  Als 
Bedingungen  für  die  Existenz  einer  singul'aren  Lösung  erhalten 
wir  also  die  3  Gleichungen: 

(6),  F=0,    F,  =  0,    F,  +  F,y'  =  Q. 

Aus  diesen  Gleichungen  würden  wir  durch  Elimination 
von  j/  zu  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  gelangen,  durch 
Elimination  von  y^  und  y  aber  zu  einer  Gleichung  in  x  allein, 
die  dann  für  yariabele  Werte  von  Xj  d.  h.  identisch  bestehen 
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rnuijs^  wenn  unsere  Differentialgleicihnng  eine  singidare  Losnng 
besitzen  solL  Die  drei  Gleichungen  (6),  welche  im  allgemeinen 
die  drei  Unbekannten  Xy  y,  ^  bestimmen,  müssen  also  in  diesem 
Falle  statt  einer  endlichen  oder  diskreten  Reihe  yielmehr  eine 
lumti»mesfli6ke  Folge  ron  gemeinsamen  Lösnngssystemen  be- 
sitzen. 

667.  Geometri90he  Deutung*  In  Nr.  659  hatten  wir  ans- 
gefahrt,  dais  dnrch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnnng 
aus  der  Gesamtheit  aller  oo'  Linienelemente  {x,  y^  y)  der 
Ebene  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  herausgegriffen  wird. 
Ist  unsere  Differentialgleichung  yon  der  Form 

WO  f{Xy  y)  in  einem  gewissen  Bereiche  als  eindeutige  analytische 
Funktion  der  beiden  Yeranderlichen  erklart  ist,  so  gehört  zu 
jedem  Punkte  x,  y  dieses  Bereiches  ein  einziger  Wert  y',  also 
ein  einziges  Linienelement  yon  bestimmter  Richtung.  Demnach 
gebt  durch  jeden  Punkt  auch  nur  eine  einzige  lotegrfjJkurve 
unserer  Differentialgleichpng;  deren  Tangente  mit  iem  Liiiienr 
demente  zusammenSUlt;  und  alle  diese  Integralkurven  bedecken 
das  Flachenstück  einfach.  Ist  aber  die  Funktion  f(x,  y)  mehr- 
deutige so  gehen  durch  jeden  Punkt  mehrere  Linienelemente 
der  Differentialgleichung^  ako  auch  mehrere  Integralkurven, 
die  den  betreffenden  Teil  der  Ebene  melodhch  überdecken. 
Ist  also  die  linke  Seite  unserer  Differentialgleichung 

(1)  F{x,y,y')^0 

eine  ganze  rationale  Funktion  n^^  Grades  von  y',  so  gehören 
ssu  jeden^  Punkte  x,  y  höchstens  n  yerschied^ie  Linien- 
demente^  die  zum  Teil  reell^  zum  Teil  konjugiert  komplex  sein 
können^  und  die  Anzahl  fn^n  der  reellen  Integralkurven 
durch  einen  Punkt  kann  in  den  verschiedenen  Teilen  der 
Ebene  eine  verschiedene  sein.  Bei  der  stetigen  Yeiunderung 
von  X,  y  kann  sich  aber  diese  Anzahl  m  nur  an  solchen  Stellen 
um  eine  gerade  Zahl  ändern,  wo  der  imaginäre  Bestandteil 
zweier  konjugiert  komplexen  Wurzeln  y'  gerade  verschwinde!^ 
die  beiden  Wurzebi  also  zusammenfallen.  An  diesen  Stelloa 
muTs  nun  aüiser  der  Funktion  F  auch  ihre  partielle  Abl^itung 
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dF 

x-7  und  damit  ancli  die  Diskriminante  D(Xf  y)  verschwinden; 

d.  h.:  yyDoppddemmte^^  Jcönnen  sich  mir  auf  der  BishHminomtenr 
hurve  befinden.    Damit  haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

ßatis  HL  Der  IHsTcrimiwmtenkwrve  gehört  cm  der  geometrische 
Ort  aller  „DoppddemefUe^'  der  Differentialgleichung,  d.  h,  aller 
Punkte,  in  welchen  zwei  oder  mehrere  LinienelemerUe  der 
Differentialgleichung  zusammenfallen.  Zum  Gebiete  der  Ebene, 
in  denen  die  Anzahl  der  reellen  Integralkurven  durch  einen 
Punkt  eine  verschiedene  ist,  werden  notwendig  durch  die  Dis- 
kriminantenkurve  getrennt 

Nor  wenn  die  Doppelelemente  mit  den  Tangenten  der 
Diskriminantenkurve  zusammenfallen,  wird  der  betreffende 
Teil  der  Diskriminantenkurve  eine  Lösung,  und  zwar  im  all- 
gemeinen eine  singulare  Lösung  der  Differentialgleichung  dar- 
stellen. Dies  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Formel  (5) 
in  der  vorigen  Nummer. 

668.  Beziehung  zum  allgemeinen  IntegraL  Da  für  die 
Doppelelemente    der    Differentialgleichung   (1),    ^=0,    nach 

dF 
Nr.  666  die  Ableitung  JPg=g— ,,  immer  verschwindet,  so   ist 

das  Existenztheorem  Nr.  663  auf  sie  natürlich  nicht  anwendbar. 
Trotzdem  können  wir  voraussetzen,  dafs  jedes  Doppelelement 
mindestens  einer  Integralkurve  angehöre.  Auf  beiden  Seiten 
der  Diskriminantenkurve  ist  nämlich  JPg  wieder  von  0  ver- 
schieden, und  es  existieren  daher  in  beliebiger  Nähe  Integral- 
kurven mit  Linienelementen,  die  von  den  betrachteten  Doppel- 
elementen beliebig  wenig  verschieden  sind  und  daher  als  ihre 
Fortsetzungen  betrachtet  werden  können.  Diese  Integralkurven 
können  allerdings  auch  imaginär  sein,  z.  B.  bei  der  Differential- 
gleichung 

(y'-a)»+y»=0, 

welche  zwar  eine  reelle  Diskriminantenkurve  j^  =»  0,  aber  keine 
einzige  reelle  Integralkurve  besitzt.  Nehmen  wir  aber  die 
Integralkurven  wenigstens  auf  der  einen  Seite  der  Diskriminanten- 
kurve als  reell  an,  so  können  sie  auf  ihr,  wie  wir  nachher 
sehen  werden,  Spitzen  oder  sonst  ausgezeichnete  Punkte  be- 
sitzen, die  nach  Nr.  663  &ir  F^^O  nicht  möglich  sind.    In 
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dem  besonderen  Falle  aber,  wo  die  Diskriminantenknnre  selbst 
eine  Lösimg  der  Differentialgleichnng  ist,  und  wenn  die  Doppel- 
elemente mit  ihren  Tangenten  zusammenfiedlen,  werden  auch 
die  betrachteten  Integralkurven  die  Diskriminantenknrve  sämt- 
lich berühren  nnd  die  singulare  Lösnng  wird  eine  EinkäUende 
oder  Envdappe  (yergl.  Nr.  210 — 212)  der  Integralkurven  dar- 
stellen. Und  umgekehrt,  wenn  die  Integralkurven  eine  Ein- 
hüllende besitzen^  ohne  auf  ihr  singulare  Punkte  zu  haben, 
so  werden  sie  nach  Nr.  212  diese  Einhüllende  sämtlich  be- 
rühren, und  die  Linienelemente  dieser  Kurve  werden  als  Linien- 
elemente von  Integralkurven  die  Differentialgleichung  ^  —  0 
gleichfalls  befriedigen.  Dann  ist  also  die  Einhüllende  in  der 
That  auch  eine  Lösung  der  Differentialgleichung.  Wir  haben 
also  den  Satz  gewonnen: 

Säte  IV.  Dk  singidären  Löstmgen  einer  IHffereniia^^ 
hat  man  imter  den  Einhüllenden  ihrer  oo^  paHikuUMren  Integral- 
kurven  zu  Stichen. 

Ist  also 
(2)  <l>(x,y,C)^0 

das  vollständige  Integral  unserer  Differentialgleichung,  so  finden 
wir  seine  Einhüllende  nach  Nr.  210^  indem  wir  die  Gleichung 
hinzufügen 

und  C  aus  den  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  eliminieren. 
Diese  Einhüllende  ist  dann  auch  wirklich  eine  Lösung,  und 
zwar  im  allgemeinen  eine  singulare  Lösung  der  Differential- 

gleichung,  sofern  auf  ihr  nicht  beständig  ^  und  -k-  gleich- 
zeitig verschwinden  (Nr.  212).  So  stellen  in  dem  in  Nr.  664 
gegebenen  Beispiele  die  beiden  Geraden  y  =  ±a  die  Ein- 
hüllenden der  Ereisschar 

y^+(x^Cy^a' 

und  gleichzeitig  auch  die  singulare  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

dar. 
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Formell  lassen  sich  die  partikularen  und  die  hier  be- 
handelten singnlaren  Lösungen  unter  dem  Ge8ichtq)unkte 
zusammenfiissen;  dab  beide  Mal  die  Differentialgleichung  (1) 
das  EUminationsresultat  yon  G  aus  den  Gleidiungen  9  und 
d4^«0  darstellt.  Bei  den  partikularen  Lösungen  betrachtet 
man  G  als  Konstante  und  setzt  daher  d9  direkt  gleich 

-dx+j-^dy. 

Bei  den  singularen  Lösungen  betrachtet  man  G  als  Funktion 
yon  Xy  so  dab 

wird.  Aber  auch  jetzt  wird  die  DiffereQÜalgleichung  daif 
Resultat  der  Elimination  yon  C  aus 

und 

ex         *  dy     ^ 

darstellen^  wenn  man  C  so  bestimmt^  daJs  der  Koeffizient  ^ 
yon  dG  in  d9  yerschwindet.  Man  nennt  daher  das  hier  aus- 
einandergesetzte Verfahren  zur  Gewinnung  neuer  Litegrale  die 
Variation  der  Konstanten,  Wir  werden  dieser  Methode  spater 
noch  öfter  wieder  begegnen^  so  namentlich  in  der  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen. 

969.    Pie  DiakrimiiiaiiitenkurFe  al«   Ozi   der   Spitaen. 

Es  sm  die  DifEBrentialgleichnng: 

gegeben^  welche  man  durch  Elimination  yon  C  zwischen  der 
Gleichung 

*(^>  yy  (^)  =  (3^y  +  ^^  +  C)*  -  4(y  +  x^^  0 

und  der  durch  Differentiation  nach  x  und  y  daraus  abgeleiteten 
Gleichung  erhalt.    Hier  wird: 

^==2(Sxy  +  2a^+G) 


Allgemeine  Theorie  der  DifferentialgleiclmiigeD  erster  Ordnung.  26 


und  die  EUmination  von  C  zwisehea 

9 

giebt 

oder 


0  und  1^  -  0 


Dies  ist  zugleich  die  Gleichung  der  Diskriminantenkurre^ 
wie  man  nach  dem  in  Nr.  666  gelehrten  Verfahren  unmittelbar 
flieht  Es  ist  aber  y^^-^a?  keine  Lösung  der  Differential- 
gleichung; yielmehr  erkennt  man,  dafs  die  beiden  Ableitungen: 

I?  =  2{%xy  +  2a^+  C)(3y  +  6a?«)  -  12(y  +  ^»2a:, 

^^^2(Zxy  +  2a^+  C)Zx  -I2(ji  +  0?)^ 

beide  zugleich  null  werden,  wenn  man 

*  =  0  und  U«0 


FJig.4. 


setzt    Die  Kurve 

ist  Ort  der  Spitzen  der 
Integralkurven. 

In  Fig.  4  ist  die  Kmren- 

durch  fünf  ihrer  Kurven  an- 
gedeutet, die  der  Reihe  nach 
mit  1,  2,  3,  4  5  numeriert 
sind.    Die  Kurve 

y^  —  a^ 
ist  punktiert. 

670.   Gl^oliseitig  <ifignlftre  und  partikolare  Ldstingen. 

SchUelslich  haben  wir  noch  auf  einen  wichtigen  Umstand  hin- 
zuweis^L  Das  singu&e  Integral  stellt  die  Einhüllende  oder, 
anders  gesagt,  den  Ort  der  Durchschnittspunkte  aufeinannj^r 
folgender  Kurven  des  vollständigen  Integralsystemes  dar.  Es 
kann  nun  eintreten,  dafs  die  Einhüllende  oder  auch  nur  eine 
der  Kurven,  aus  denen  sie  sich  zusammensetzt,  selbst   einen 
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Teil  des  Systemes  der  Eingehüllten  bildet.  Man  liat  dann  den 
bemerkenswerten  Fall  einer  Losung;  welche  den  doppelten 
Charakter  eines  siiigulären  und  eines  partikularen  Integrales 
besitzt  Es  wird  nützlich  sein^  hiervon  ein  Beispiel  zn  geben. 
Die  vollständige  Lösui^  der  Differentialgleichung: 

ist: 

Die  Differentiation  der  Integralgleichung  nach  C  liefert: 

(ic-C)(ic-3(7)  =  0. 

Die  Einhüllende  setzt  sich  also  aus  zwei  Kurven  zu- 
sammen, deren  Gleichungen  erhalten  werden,  indem  man  G 
durch  X,  und  durch  -^  in  der  Gleichung  des  Systemes  ersetzt. 

Es  folgt  so: 


y  =  0   und  y  == 
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Die  Lösung  y»0  ist  zugleich  ein  besonderer  Fall  der 
Systemkurven,  sie  entspricht  dem  Werte  (7  =  0. 

In  beistehender  Fig.  5 
sind  vier  Parabeln  der 
Schar  sowie  die  o;- Achse 
gezeichnet.  Die  einhüllende 
kubische  Parabel  ist  punk- 
tiert. 

Nur  bei  einem  Kurven- 
systeme, welches  die  Kon- 
stande G  mindestens  in 
der  dritten  Potenz  enthalt^ 
welches  also  die  Ebene 
mindestens  dreifach  über- 
deckt, kann  dieser  Fall 
eintreten.  Die  Einhüllende 
bildet  den  Ort  der  Punkte,  in  denen  mindestens  drei  Fori- 
schreitungsrichtungen  zusammenfallen,  und  die  Tangente  der 
Ortskurve  ist  in  jedem  Punkte  mit  dieser  Richtung  identisch. 
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IiitegratioiismefhodeiL  bei  DifferenüalgleichiiiigeiL 
erster  Ordnimg. 


§  1.  Omndbegriffe. 

67L  Trennimg  der  Variabelen«  Nachdem  wir  die  all- 
gemeinen  Grundlagen  der  Theorie  der  DifPerentialgleichnngen 
erster  Ordnung  entwickelt  haben  ^  müssen  wir  nun  die  IlUle 
untersuchen^  bei  denen  man  die  Integrale  in  geschlossener  Form 
ennittehi,  d.h.  entweder  durch  explicite  oder  implicite  elementare 
Funktionen^  oder  mit  Hilfe  bestimmter  Integrale  darstellen 
kami;  durch  diese  letzteren  werden,  wie  wir  gesehen  haben^  im 
allgemeinen  neue  transscendente Funktionen,  wie  z.B.  die  ellipti- 
schen, definiert.  Eine  Differentialgleichung  wird  also  als  gelöst 
betrachtet,  wenn  es  gelungen  ist,  die  allgemeine  Funktional- 
gleichung zwischen  den  Yariabelen  zu  bilden,  welche  die  Ab- 
leitnng  derselben  nicht  mehr  enthalt,  mögen  auch  in  dieser 
Gleichung  neue  Funktionen,  insbesondere  Quadraturen  auf- 
treten, deren  Untersuchung  freilich  weitere  Aufgaben  darbietet 
In  dem  vorliegenden  Kapitel  behandeln  wir  nur  die  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  mit  zwei  Yariabelen. 

Der  einfachste  Fall  ist  hier  derjenige,  bei  welchem  die 
Yariabelen  getrennt  sind;  dann  hängt  die  Integration  der 
Gleichung  nur  Yon  Quadraturen  ab.  Wir  sagen,  dalÜs  die 
Yariabelen  in  einer  Differentialgleichung  getrennt  sind^  wenn 
dieselbe  auf  die  Form  gebracht  ist: 

(1)  x+r^  =  o 

oder 

Xdx  +  Tdy  =»  0, 

wobei  X  eine  integrierbare  Funktion  von  x,  und  ebenso  Y  eine 
Funktion  von  y  ist.     Bezeichnet  man  mit  x^  und  y^  irgend 
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welche  bestimmte  (höben,  mit  C  eine  willkürliche  Konstante, 
so  ist  das  yollstandige  Integral  der  Gleichung  (1): 

(2)  Jxdx+jTdy^C. 

Statt  dieses  Integrales  kann  man  audi  schreiben: 

(3)  fxdx+JTdy^O, 

wenn  Xq  irgend  einen  bestimmten  Wert  nnd  y^  eine  willkür- 
liche Eonatante  bezeichAw;  diese  KoQftaqiie  iflt  dan^  gerade 
der  Wert;  welchen  y  annimmt,  falls  man  der  Variabelea  x 
den  Wert  x^^  beilegt 

Pa&  in  der  That  diese  Fnnktiim  zwischen  x  und  y  ißß. 
Fordemngen  genügt,  ist  leicht  einzusehen,  indem  me^  d^ 
gewonnene  Gleichung  differ<wtiiert,  und  dafip  auch  nur  die 
Funktion  y,  welche  aus  der  Gleichung  (3)  herrprgdit,  wexm 
man  sich  dieselbe  nach  y  au%elöst  denkt,  die  Piffierentialr 
g^eichung  befriedigt  und  &üt  X'^Xq  gleich  y^  wir4^  folgt,  naeh 
dem  allgemeinen  Lehrsatze  in  Nr.  660  aus  der  Eindeutigkeit 
des  Integrales,  solenge  X  und  F  regulär  sind  und  Y  nicht 
verschwindet. 

Das  Problem  der  Integration  einer  Differentialgld^ung 
ist  demnach  ab  gdöst  zu  betrachten,  sobald  die  Yari^beleii 
getrennt  sind;  diese  Trennung  laust  sich  bisweilen  yemiittelft 
einer  Transformation  der  Yariabelen  yollziehen,  wie  wir  eo 
Beispielen  in  diesem  Kapitel  sehen  werden. 


672.   Beispiele:    1.  Die  Differenti^gleichung 
oder 


hat  das  Integral: 


/ä+M-« 
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Nun  ist 


/dx         £  f*  dx         1,    /*  dx        y-i/Tf 


"  X 


0 

und  ebenso: 


/ 


0 

Schreibt  man  also  lYC  an  Stelle  von  C>  so  wird  das 
obige  Integral  gleich: 

(l  +  :r)(l  +  y)       ^ 

(i-*)(i-y)     ^' 
Für  C7=»0  erhalt  man  die  partikularen  Lösungen 

rc  =  -l,    y--l; 
f&r  (7  =s  OD  die  beiden  anderen  partikularen  Lösungen 

2.  Die  Differentialgleichung 


oder 

hat  das  yoUsföndige  Integral: 

arc  sin  o;  +  arc  sin  y  »  arc  sin  C, 

wobei  C  die  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Bildet  man 
den  Sinus  der  auf  beiden  Seiten  stehenden  GOieder,  so  folgt: 

auch  hier  wird  die  Differentialgleichung  befriedigt^  indem  man 
x  =  ±l  oder  y  =  ±l  setzt;  aber  diese  Lösungen  sind  jetzt 
singulare  und  nicht  partikulare;  denn  sie  ergeben  sich  nicht 
ans  der  yollstandigen  Integralgleichung  durch  einen  besonderen 
Wert  der  Konstanten.  Man  vergleiche  zu  diesem  Beispiele 
die  Nr.  685. 
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678.  Die   homogene   DifPerentlalgleiolimig.      Wenn  sich 
bei  einer  DiiFerentialgleicliung 

die  rechte  Seite  als  eine  Funktion  des  Quotienten  —  darstellen 
läfst^  also 

(1)  u-m 

wird^  so  kami  man  vermittelst  der  Substitution: 

(2)  —  ^  0     oder     y  ==  xz, 

wobeie  als  neue  Yariabele   an  Stelle  von  y  eingeführt  wird, 
die  Yariabelen  trennen.     Denn  man  erhalt: 

(3)  ^  =  ^^  +  '^> 
^  ^  dx  dx   *      * 

also  an  Stelle  der  Gleichung  (1): 

(4)  ^^+'=n') 

f{z)-z        X 

Bezeichnet  man  mit  C  die  willkürliche  Konstante^  so  folgt 
durch  Integration: 

oder  . 


f-, 


dz  j  X 


f{z)-z         x^ 

Die  Werte  Xq  und  s^q  können  beliebig  fixiert  werden; 
betrachtet  man  aber  ^q  als  die  willkürliche  Konstante^  so  kann 
man  einfacher  schreiben: 


Jf{z)^z      ""x. 


^'     -l±  =  0. 


Wenn  in  der  Differentialgleichung: 
Mdx  +  Ndy  =  0 
oder  d^i 

'         dx 
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M  nnd  N  homogene  Funktionen  derselben  Ordnung  von  x  und 
y  bezeichnen;  so  gehört  sie  zu  der  betrachteten  Art;  denn 
der  Quotient  -^  ist  alsdann  eine  homogene  Funktion  nullter 
Ordnung  von  x  und  y,  also  in  der  Form  —/*(-)  darstellbar. 

674.  Sin  Beispiel.  Es  seien  die  beiden  rechtwinkligen 
Achsen  Ox  und  Oy  gegeben;  man  scU  eine  Kurve  MNP  6^ 
stimmen,  so  dafs  der  Badiusvektor  OM 
stets  gleich  ist  der  Entfernung  OT 
zwischen  dem  Koordinatenanfangspunkte 
und  dem  Schnittpunkte,  den  die  Tangente 
des  Punktes  M  mit  der  Ordinatenachse 
lüdet. 

Die    Gleichung    der  Tangente   MT 
im  Punkte  M{x,  y)  ist: 

Tmd  setzt  man  X  =  0,  F«  ±'/ic*+yS  so  erhalt  man  die 
Differentialgleichung  der  gesuchten  Kurve,  nämlich: 


dy 
dx 


yq:|/x«  +  y' 


Wir  setzen 


dy 


X 


dx 


+  ^, 


alsdami  wird  diese  Gleichung: 


dz 


oder: 


^^  +  ^-^tV^+^' 


dz 


dx 

I  — • 

X 


Hier  sind  die  Yariabelen  gefarennt,  und  da 
ist,  80  -wird  die  Integralgleichung: 
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wobei  IC  die  wiUkürUdie  Eonstimte  bedeutet.  Sie  VSJSßt  sich 
ttacb  schreiben: 

und  liefert  also  die  beiden  Funktionen: 

öder:  

Man  vereinigt  diese  zu  dem  einen  Ausdruck: 

oder: 

(*-5)*-(i+^=»o, 

also 

c    ^  c*     -^  —  ^• 

Setzt  man  wieder  —  an  Stelle  von  0,  so  folgt: 
sc 

Diese  Gleichung  stellt  die  Parabeln  dar,  deren  Brenn- 
punkt der  Koordinatenanfangspunkt  ist;  und  deren  Achse 
mit  der  j^- Achse  zusammenfallt.     Durch  Differentiation  nach 

C  folgt: 

2C(C  +  j/)  =  0. 

(7=»0  liefert  die  partikulare  Lösung  ^=»0,  also  die 
y- Achse;  C«=—  y  giebt  das  singuUlre  Integral 

welche  ein  imaginäres  Geradenpaar  —  die  sogenannten  Minimal- 
geraden —  darstellt;  in  der  That  wird  die  Differentialgleichung 
befriedigt,  indem  man  y  =  ±xi  setzt,  wo  i  die  Wurzel  aus 
—  1  bedeutet. 

675.  Pia  lineare  Diftorentlalgleioliung.  Eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  heilst  linear,  wenn  in  ihr  die  eine 
Yariabele  und  ihre  Ableitung  nur  in  erster  Potenz  und  nicht 
miteinander  multipliziert  vorkommen.  Solch  eine  Gleichung 
ist  also  von  der  Form 
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(1)  |f  +  Xoy+Z,  =  0, 

wobei  Xq  und  X^  gegebene  Funktionen  der  unabhängigen 
Variabelen  x  sind.  Wir  fragen  zunächst^  wie  man  die  voll- 
ständige Lösung  von  (1)  aus  der  partikularen  findet.  Sind  y^ 
und  y^  zwei  partikulare  Lösungen,  y  die  vollständige  Lösung 
von  (1),  so  folgt  durch  Subtraktion: 


und  daher: 


oder: 


dx 

d»(y-y.)^«*t(y-y.) 

dx  dx 


(1.)  ^-c, 

wo  G  die  Litegrationskonstante  ist.  Die  Gleichung  (1)  lafst  sich 
aber  auch  direkt  leidit  integrieren,  indem  man  eine  Trennung 
der  Variabelen  herbeiftihrt.     Zu  dem  Zwecke  setzt  man: 

(2)  y  =  e^, 

wobei  z  eine  neue  Yariabele  und  0  eine  Funktion  von  x  ist, 
die  noch  willkürlich  bestimmt  werden  kann.     Es  wird: 

(3)  d-x'='^d-x+^d-x' 
und  die  Gleichung  (1)  erhält  die  Form: 

Nun    läfet    sich    die   Funktion   6    durch    die    Bedingung 
bestimmen,  dafs: 

(5)  5!+^»  =  ^ 

wird,  überdies  können  wir  festsetzen,  dafs  0  gleich  1  wird 
^  x^Xq.  Li  der  Differentialgleichung  (5)  sind  die  Variabelen 
getrennt,  wenn  man  sie  in  der  Form  schreibt: 

8  e  r  r  e  t ,  Dlff.-  u.  Integria  -  Beohnung.  ni.  8.  Aufl.  3 
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hieraus  folgt: 
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e  «• 


(6)  IQ fx^dxy    e  =  - 

Femer  reduziert  sich  nun  die  Gleichung  (4)  auf  die  Form: 

dx 


0^  +  Z,  =  O 


oder: 


d^  +  ^  =  0. 


Die  Yariabelen  sind  hier  getrennt,    und  die  Integration 
ergiebt: 


-J^^o. 


wobei  G  die  willkürliche  Konstante  ist.     Demnach  wird   die 
vollständige  Lösung  der  Gleichung  (1): 


(7) 


c-jx. 


X 

fZ^dx 

6*«       dx 


L        «0 

676.  Beispiel  I.    Die  Differentidlgleidiu/ng 

m  mtegrieren,  wo  a  eine  gegebene  Konstante  ist. 
Hier  ist: 


also: 


femer: 


z 


also  ist  die  gesuchte  Losung: 


y  =  ax+  Cyi  +x^, 
wobei  C  die  willkürliche  Eonstante  bedeutet. 
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677«  Beispiel  n.    Die  IHfferentialgleichting 


sm  integrierm. 
Hier  ist: 


U+H'/"^^- 


femer: 

X 

JX^dx  ==  2lx,    6  =  Jf » 
folglich: 

ffdx-^Px,dx  -  ^  X,  -  ip'-§dx. 

Nun  ist: 

/  ar'-^drc  =  —  /  a:*  sin  ar  rfrc  =  (o:*  —  2)  cos  a;  —  2rc  sin  ar  +  const., 
also: 

j^dx  =  —  y/^^^^^""?^^""  ^)  cos  ic  +  ^ a;  sin a:  +  const., 

mithin  ist  die  gesaclite  Lösung: 

X 

C    ,    X  ismXj      .  aj'  —  S  2  sinn; 

678.  Differentialgleiohimgen,    die    auf   lineare   snrüek- 
führbar  dncL    Die  Gleichimgen  von  der  Form: 

(1)  §|  +  Zy  +  x,jr=o, 

in  welchen  X  nnd  X^  gegebene  Funktionen  von  x  bezeichnen, 
lassen  sich  auf  die  lineare  Form  bringen  yermittelst  der  Sub- 
stitution: 

1  — n  '     ^       dz 

Denn  dividiert  man  die  ursprüngliche  Gleichung  mit  y*^,  so 
wird  sie: 

3* 
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und  folglich  ergiebt  die  Substitution: 

|i  +  (l-n)Z*  +  Z,  =  0. 

Auch  kann  man  direkt  auf  die  Gleichung  (1)  das  Inte- 
grationsverfahren anwenden,  das  wir  in  Nr.  675  benutzten. 
Denn  setzt  man: 

n      dy  n  dg    ,      de 

so  wird  die  Gleichung: 

Dieselbe  reduziert  sich  auf  die  Form: 

(3)  fi  +  z,e-v=o, 

wenn  man  0  so  bestimmt,  dals 

(4)  S  +  Ö^  =  0 

wird.    Diese  Gleichung  ergiebt  wie  früher: 

X 

Die  Gleichung  (3)  wird,  wenn  man  die  Variabelen  trennt: 

Integriert  man  diese  und  bezeichnet  man  mit  C  die  Kon- 
stante, so  folgt: 


Xo 

Also  ist  die  Integralgleichung  Yon  (1): 


X 

—  {l  —  n)rXdx 

^i-«=(l-n)e  ^ 


/{l-n)/Xdx 
e        Xo        X^dx 


L         «0 
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Zusatz.   Anf  die  lineare  Gleichung  läGst  sich  nun  auch  die 
Gleichung 

ip(x,  y) dx  +  if{x,  y)dy  +  %{Xy  y)  (xdy  -  ydx)  =  0 

znrückfQhren^  in  welcher  9  nnd  ^  homogene  Funktionen  vom 
Gh^e  n  nnd  %  eine  homogene  Funktion  Yom  Grade  q  ist. 
Demi  setzt  man: 

^  =  ty  xdy  —  ydx  ^(x? dt j 

so  wird  die  Gleichung: 

x^'^dx  +  rr«  W{xdt  +  tdx)  +  x^^^Y^di  =  0 


oder 


(*  +  <y)^  +  a^y  +  a:«— +«X  =  0, 


so  dats  man  die  soeben  gelöste  Gleichung  erhalt.  Ist  9  =  n  —  2, 
80  ist  diese  Gleichung  eine  lineare. 

679.   Die  Trajektorien.    Das  allgemeine  Problem  dieser 
Art  ist  das  folgende: 

Ein  System  von  Kurven  ist  gegeben,  dargestellt  durch 
eine  Gleichung  y  in  welcher  ein  varidbder  Parameter  ent- 
halten ist;  es  soUen  die  Kurven  bestimmt  werden,  wdche 
die  gegebenen  unter  einem  bestimmten  Winkel  schneiden. 
Ist  der  Yorgeschriebene  Winkel  ein  rechter^  so  heiTsen  die 
gesuchten  Kurven  die  orthogonalen  Trajeldorien  des  Systemes. 
Die  Aufgabe  führt  immer  auf  eine  Düferentialgleichung 
erster  Ordnung.    Die  gegebenen  Kurven  seien  auf  zwei  recht- 
winklige Achsen  bezogen^  und  ihre  Gleichung  sei  durch 

(1)  F(x,y,a):=^0 

dargestellt^  wobei  a  den  variabelen  Parameter  bezeichnet;  ist 
^{x,y)  ein  Durchschnittspunkt  zwischen  einer  Kurve  des 
Systemes  und  einer  Trajektorie,  bezeichnen  wir  femer  mit 
c,  c^  die  Bichtungskoeffizienten  der  beiden  Tangenten  im 
Punkte  M,  mit  V  die  trigonometrische  Tangente  des  ge- 
gebenen Winkels  zwischen  den  beiden  Kurven^  so  ist: 


l+CCi 


38  Zweites  Kapitel. 

Der  Koeffizient  c  ist  der  Wert  von  ~ ,  welcher  ans  der 


Gleichung  (1)  folgt,  d.  h.  es  ist: 

• 

dF 

dy 

da  femer 

Ci  der  Wert  Ton  ^  fttr  die  gesuchte  Kurve  ist,  so 

wird: 

oder 

dF      dFdy 

dx    '    dy  dx       »^ 

dF_dFdy  °°  "^ 

dy        dx  dx 

(2) 

ßr+'-isi'+ßf  '-if)-»- 

Eliminiert  man  cc  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (2), 
so  erhalt  man  eine  Gleichung: 

welche  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Trajektorien  ist. 

In  Bezug  auf  die  Eindeutigkeit  des  Winkels,  dessen  tri- 
gonometrische Tangente  den  gegebenen  Wert  V  hat,  ist  noch 
folgendes  zu  bemerken:  Hat  man  als  positiven  Drehungssinn 
die  Drehung  von  der  positiven  a;- Achse  zur  positiven. y- Achse 
festgesetzt,  so  bedeutet  c  die  trigonometrische  Tangente  des 
Winkels,  um  welchen  man  im  positiven  Sinne  die  Abscisse 
zu  drehen  hat,  damit  sie  in  die  Lage  der  Tangente  kommt; 
femer  ist  V  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  um 
welchen  man  diese  Tangente  in  demselben  Sinne  weiter  zu 
bewegen  hat,  damit  sie  in  die  Tangente  der  gesuchten  Tra- 
jektorie  übergeht. 

Bei  rechtwinkligen  Trajektorien  ist  F«  cx);  die  Glei- 
chung (2)  reduziert  sich  daher  auf: 

^^^  dy       dx  dx "  ^^ 

und  die  Elimination  von  a  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (4) 
liefert  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien. 
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680.  Erstes  Beispiel.    Die  Kurven  m  bestimmen,  wdche 
das  System  y  =  ax"^  vmter  einem  konstanten  gegebenen  Winket 


Der  Wert  von  ^  wird  hier  gleich  awa;"»""^;  bezeichnet 
man  abo  mit  x  d^^  trigonometrische  Tangente  des  gegebenen 
WinkelS;  so  ist  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Tra- 
jektorien: 

dx  X         1 


dy X       k 

dx      1  _  5  y 
k  X 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  Funktion  von 
^;  also  lafst  sich  die  Integration  nach  der  Methode  der  Nr.  673 
ansf&hren. 

Wir  untersuchen  nun  den  Fall  m=»l;  die  gegebenen 
Kurven  bilden  alsdann  ein  System  von  Geraden,  die  durch  den 
Koordinatenanfangspunkt  gehen;  die  Differentialgleichung  wird 

xdx  +  ydy  =  k{xdy  —  ydx). 

Man  erkennt  unmittelbar,  dais  xdy  —  ydx  das  Differential 
des  doppelten  Sektors  ist,  welcher  von  dem  Radiusvektor  des 
Punktes  x,  y  mit  einem  festen  Badius  gebildet  wird,  und 
welcher  im  Polarkoordinatensysteme  durch  Q^d(o  ausgedrückt 
wird.  Desgleichen  ist  xdx  +  ydy  das  halbe  Differential  QdQ 
des  Quadrates  q]  also  wird: 

QdQ  =  kQ^dcD 


oder 


^'==kd<o. 


9 

Demnach  ergiebt  die  Integration: 

Die  gesuchten  Trajektorien  sind  logarithmische  Spiralen, 
was  mit  einer  bekannten  Eigenschaft  dieser  Kurven  überein 
stimmt  (Nr.  247). 
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68L  Zweites  BeispieL    Die  orthogonalen  Trajektorien  eines 
Systemes  von  hmfohüen  EUipsen  m  bestimmen. 
Die  Gleichung  der  gegebenen  Ellipsen  ist 

wobei  Q  den  variabelen  Parameter  und  b  eine  feste  Gfröfse  be- 
zeichnet; für  die  Ellipsen  ist  p*>6*.    Die  Differentiation  er- 

giebt: 

xdx  __    ydy   xdx-^ydy 

und  hieraus  folgt: 

X*        X  xdx-\-ydy         y'     y  xdx-}- ydy 

also  durch  Addition: 

(xdy  —  ydx)(xdx  +  ydy) 


h^dxdy 


=  1. 


Diese  Differentialgleichung  gehört  den  gegebenen  Ellipsen 
an.     um   hieraus   die   der  orthogonalen   Trajektorien  zu   ge- 

winneU;  hat  man  ^  durch  —  j-  oder  dy  durch  —  dx^   dx 

durch  dy  zu  ersetzen;  bei  dieser  Yertauschung  bleibt  aber  die 
vorstehende  Gleichung  ungeändert;  also  bleibt  auch  das  Integral 
das  nämliche  y  d.  h.  die  Gleichung  der  gegebenen  Ellipsen  steUt 
zugleich  das  System  der  gesuchten  Trajektorien  dar.  Nur  um 
die  beiden  Systeme  zu  unterscheiden^  die  algebraisch  irredu- 
cibel  sind,  kann  man  q^  durch  einen  anderen  Parameter  ft^ 
ersetzen,  also  die  Gleichung  schreiben; 

X'         y'     _. 

Nimmt  man  ft*  <  6*  an,  so  stellt  diese  Gleichung  Hyperbeln 
dar,  deren  Brennpunkte  mit  denen  der  Ellipsen  zusammen- 
fallen, und  welche  diese  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

682.  Drittes  Beispiel.  Die  recktumMigen  TrajeJctorien  aUer 
gleichseitigen  Hyperbeln  m  bestimmen,  deren  Mittdpunkt  ein 
gegebener  PmM  ist,  tmd  die  dmch  einen  zweiten  gegebenen 
PunJct  gehen. 
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Im  Polarkoordinatensystem  haben  die  gegebenen  Hyper- 

bebi  die  Gleichung: 

o  a' cos  2a 


COS  (2(0  — 2a) 

oder 

X    /rt  o   \  a*  sin  2(0 

cotg  (2(0  —  2a)  =  -i = — : 

o  V  y       ^'  — a*cos2ß)' 

a  ist  hier  der  variabele  Parameter,  und  a  bedeutet  die  Ent- 
femmig  des  Mittelpunktes  Yom  gegebenen  Punkte  auf  der  Achse. 
Die  logarithmische  Differentiation  ergiebt: 

^-tang(2«,-2«) 

oder 

dg   9"  — a* cos  2(0 

gdto  a' sin  2a) 

Nun   ist  -^  die   Tangente    des   Winkels    zwischen    der 

Normalen  und  dem  Radiusvektor;  folglich  erhalt  man  die 
Differentialgleichung  der  gesuchten  Kurven;  wenn  man  fQr 
—^  den  reziproken,  negativen  Wert  einsetzt,  also: 

dg   a'sin2(» 

qdm       a'cofl  2(0  —  9" 
oder 

(i(a*cos2a))  2  /  o         o    \    •    o 

-^-d-Q ■  ==  -  7(«  <508  2ai)  +  2q. 

Diese  Gleichung  ist  eine  lineare,  wenn  man  a' cos  2a) 
und  Q  als  die  Yariabelen  betrachtet;  bezeichnet  man  mit 
a*  -  h*  die  willkürliche  Konstante,  so  erhält  man  das  Integral: 

a«cos  2(0  =  2^,[9*+  a*-  6*] 
oder 

Q^  -  2a^Q^  cos  2©  +  a*  =  b\ 

Diese  Gleichung,  in  welcher  b  der  variabele  Parameter 
ist,  stellt  ein  System  von  Gassinischen  Kurven  mit  den  näm- 
lichen Brennpunkten  dar  (Nr.  561). 

§  2.  Bie  Additionstheoreme. 

688.  Der  Logarithmns.  Die  wesentlichen  Eigenschaften 
der  Logarithmen  und  der  cyklometrischen  Funktionen  lassen 
sich  leicht  vermittelst  der  Integralrechnung  erkennen;  wäre  die 
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Theorie  dieser  Tranmcendeiiten  nidit  schon  frOher  entwickelt 
worden,  so  hatte  man  sidierlidi  ihre  Grundlagen  aus  den  ersten 
%tzen  in  der  Theorie  der  Differentialgleichmigen  gewonnen^ 
wie  solches  hei  den  elliptischen  Funktionen  nnd  den  höheren 
Transscoidenten  mit  algebraischen  DiflFerentialen  in  der  That 
geschehen  ist  Anf  einige  Entwickelnngen  dieser  Art  wollen 
wir  hier  eingehen. 

Wir  betrachten  die  Differentialgleidinng: 

(1)  ^  +  ^  =  0. 

Die  Variabelen  sind  hier  getrennt,  aber  die  Integration 
jedes  Gliedes  erfordert  den  Begriff  des  Logarithmus.  Wenn 
diese  Funktion  noch  nicht  eingeführt  ist,  so  mufisi  man  das 
Integral  durch  die  Gleichung 


A'+A' 


C 


darstellen.  Soll  sich  der  Wert  von  y  fOr  a;  =  1  auf  eine  be- 
stimmte Grolse  z  reduzieren,  so  mufisi  man  die  Eonstante  C 
durch  die  Bedingung  bestimmen: 


/ 


^  =  C 


oder 

dz 


/■ 


z 


=  c, 


indem  man  die  Yariabele  unter  dem  Integralzeichen  ebenfalls 
mit  z  bezeichnet;  unser  Integral  wird  demnach: 


dtz 


111 

Andererseits  ist  evident,  dals  die  Gleichung  (1)  ein  al- 
gebraisches Integral  zuläfst;  denn  wenn  man  die  Nenner  be- 
seitigt, so  folgt: 
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ydx  +  xdy  —  0 
oder 

d{xy)^0, 
also  ist  das  Integral: 

xy  =  const., 

und  wenn  man  die  Eonstante  so  bestimmt,  dals  y=^B  wird 
far  a;  =  l;  so  erhalt  man: 
(3)  xy^e-, 

die  Gleichungen  (2)  imd  (3)  drücken  die  nämliche  Relation 
zwischen  Xy  y,  z  aus,  mit  anderen  Worten,  sie  sind  äquivalent 
Wenn  die  Transscendente 


/t 


dx 

X 

1 

hier  zum  erstenmal  auftritt,  muGs  man  ihr  einen  Namen  geben; 
wir  nemien  sie  Logarithmus  und  schreiben: 


9 


dx       j 

X 


1 

Dann  giebt  uns  die  Gleichung  (2),  wenn  wir  xy  an  Stelle 
von  0  einfahren: 

l(xy)  ^lx  +  ly, 

trnd  dies  ist  die  Fundamentaleigenschafk  des  Logarithmus. 

An  Stelle  der  Logarithmen  können  wir  nun  auch  die 
inyersen  Funktionen  einführen;  es  sei: 

X  f  z 

/dx  f  dy  [dz 

111 

Da  u  eine  Funktion  Ton  x  ist,  so  kann  man  auch  x  als 
eine  Funktion  Ton  u  betrachten;  wir  bezeichnen  diese  Funk- 
tion mit  dem  Symbol  e**,  so  folgt: 

und  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhalten  die  Form: 
folglich: 
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wodurch  die  FandamentaleigenBchaft  der  Exponentialfanktion 
ausgedrückt  ist. 

684«  Der  Arcus  Tangens.    Wir  betrachten  zweitens  die 
Differentialgleichung : 
(4)  -^  4-  -^  =  0 

Die  Yariabelen  sind  getrennt,  und  das  Integral  erhalt, 
wenn  man  mit  0  den  Wert  bezeichnet,  welchen  y  fftr  x=0 
annehmen  soll,  die  Form: 

0  0  0 

Die  Gleichung  (4)  laust  sich  aber  noch  folgendermaCsen 
schreiben: 

[l  —  xy  +  y(x  +  y)]  dx  +  [l  —  xy  +  x(x  +  y)]  dy  =  0 

oder: 

(1  -  xy)  (dx  +  dy)  -  (a;  +  y)  d  (1  -  a?y)  =  0 

oder  endlich: 

(l-agy)J(ag  +  y)-(a?  +  y)J(l-a;y)_^ 

Die  linke  Seite  ist  nim  das  Differential  von  ^ — —.  und 
diese  Grölse  wird  für  a?==0  und  y  =  ;8f  ebenfeJls  gleich  0\ 
folglich  wird  das  Integral  der  Gleichung  (4),  das  schon  durch 
die  Gleichung  (5)  dargestellt  ist,  auch  gleich: 

(6)  ^±i^  =  ^. 

Wir  setzen  nun: 


X 

A 

0 
y 


M 


dx  , 

l^^  =  arc  tang  x  =  u, 

ö 
y 

r^«  =  arc  tang  y  =  v, 
ö 


j^ j  ==  arc  tang  z  =  Wy 
ö 


Integrationsmethoden  bei  Differentialgleichnngen  erster  Ordnung.  45 

SO  haben  wir  fOr  die  neue  TrauBBcendente  die  Gleichungen: 

arc  tang  x  +  arc  tang  y  =  arc  tang  ^gr  =  arc  tang  ß^^f 

die  för  alle  reellen  Werte  der  Yariabelen  x,  y  Geltung  hat, 
wahrend  wir  bei  komplexen  Werten  die  singo&en  Punkte 

noch  naher  nntersachen  müfsten.  Definiert  man  die  inversen 
Funktionen  durch  das  Symbol  tang  U;  so  erhalten  die  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  die  Form: 

,  tang  u-f  tang  17         . 

folglich  ist: 

tmd  dies  ist  die  Fundamentaleigenschaft  der  Funktion  tang  ti. 

685.    Der  A70118  SinuB.     Wir  betrachten  schlieMich  noch 
die  Gleichung: 

Das  Integral,  derart  bestimmt,  dals  fOr  re; »  0  t/  =  ^er  ist, 
wird: 


(8) 


/dx  r    dy__    r     dl 


Multipliziert  man  aber  die  Differentialgleichnng  mit  dem 
Faktor  

80  folgt: 

[ynrp,,  - .  ^] + [^r^,,  _ ,  ^]  _  0 

oder: 

d{x}/r^^)  +  diyYT^^)  =  0. 

Das  Integral  wird  also,  wenn  man  es  gleichfalls  so  be- 
stimmt, dafs  y=z  ist  für  x  =  0: 

(9)  xYT^^  +  yYl^^  =  0. 
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Multipliziert  man  die  Differentialgleiclumg  (7)  mit  der 
linken  Seite  Ton  (9)^  so  kommt  links  wieder  ein  Tollsinndiges 
Differential  heranS;  nämlich  das^^oni^ 

Man  braacht  also  blols  diesen  Ansdrack  konstant  zu  setzen^ 
um  das  Integral  der  Gleichung  (7)  in  neuer  Form  zu  gewinnen. 
Bestimmt  man  die  Eonstante  wiederum  so,  dais  fOr 

wird;  so  erhalt  man: 

(10)  yr^yr^  -  xy  =]/n^. 

Die  drei  Gleichungen  (8)^  (9)^  (10)  stellen  die  nämliche 
Relation  zwischen  den  Gröfsen  x^  y,  z  dar.  Die  letzten  beiden 
sind  algebraisch,  wahrend  die  erste  transscendente  Funktionen 
enthalt. 

Setzen  wir  nun: 

X  y  z  ■ 

0  0  0 

so  ist  u  eine  Funktion  Ton  x^  und  wir  können  auch  umgekehrt 
X  sowohl,  wie  yi  —  x^  als  Funktionen  von  u  betrachten, 
wenigstens  solange  der  absolute  Betrag  Ton  x  kleiner  als  eins 
ist.  Wir  bezeichnen  diese  Funktion  mit  dem  Symbol  sinu, 
costi,  so  ist: 

a;  =  sin  w,  t/  =  sin  t;,  £?  =  sin  w. 

yi  — 0;*=  cos  w,     yi  — y*=  cos  t?,     "/l  --  igr*=  cos  w. 
Die  Gleichung  (8)  wird: 

i^  -f  i;  =  «?^ 

und  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  geben  folglich  die  Relationen: 

sin  (w  +  t;)  =  sin  w  cos  t;  +  cos  w  sin  t;, 

cos  (w  +  t;)  ==  cos  w  cos  t?  —  sin  w  sin  i;, 

wodurch  die  Fundamentaleigenschaften  der  Funktionen  simtö 
und  Cosinus  ausgedrückt  sind.  Man  könnte  nun  auch  auf 
diesem    Wege    die    anderen    bekannten    Eigenschafben    dieser 
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Funktionen,  z.  B.  ihre  Periodizität;  anfs  neue  ableiten;  doch 
wollen  wir  hierbei  nicht  yerweilen,  sondern  diese  Betrachtungen 
nur  noch  schlieifslich;  nach  dem  Vorgang  Ton  Euler,  auf  den 
Beweis  der  charakteristischen  Eigenschaft  der  elliptischen 
Funktionen  anwenden. 

686.  Das  elliptiflohe  Integral  erster  Gattung.  Wir  be- 
trachten die  Differentialgleichnng: 

wobei  h^  eine  gegebene  Grofse  zwischen  0  und  1  bezeichnet 
Die  Yariabelen  sind  hier  getrennt,  und  wenn  man  das  Inte- 
gral so  bestimmt,  daTs  fflr  x=^0,  y  =  z  wird,  so  erhalt  man: 

(2)  C - +  / ^y  / ^^ , 

000 

eine  Gleichung,  in  welcher  jedes  Glied  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung  ist. 

Euler  hat  nun  erkannt,  dals  die  Gleichung  (1)  auch  ein 
algebraisches  Integral  besitzt;  dasselbe  labt  sich  bestimmen, 
indem  man  folgendermaCsen  Torgeht.    Wir  setzen: 

Z  =  (l-a^)(l-&V), 

80  dafs  die  vorgelegte  Gleichung  die  Form  bekommt: 
äx    .    %  _n 

oder,  indem  man  die  Nenner  beseitigt  und  dabei  die  Gleichung 
mit  einer  noch  imbekannten  Funktion  T  multipliziert: 

(3)  TyTdiT-f  T-/Xdy  =  0. 
Nun  ist  aber: 

T^Ydx  =  d{xTYY)  -  ^f  -  xYTdT, 

lyXdy  =  d(yTyX)  ~  f^  -  vV^dT, 
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nnd  die  Gleichung  (3)  wird  sonach: 

(4)       i,iT{.yf+,YX)]-l(^  +  '-^ 

-(xyT+9yS)dT-0, 

/7  "TT      /7  V^ 

X'  und  F'  bezeichnen  die  Ableitungen  -j^}  -j-- 

Man  kann  nun  die  Funktion  T  so  bestimmen^  dafs  sich 
diese  Gleichung  auf 

(5)  d[T(xYY+yYX)]  =  0 

reduziert.  Zu  dem  Zwecke  müssen  sich  die  übrigen  Terme  auf 
Grund  der  Gleichung  (1)  gegenseitig  aufheben.  Ersetzen  wir 
also  dT  durch 

_dx+-^dy, 

und  bemerken  wir,  dafs  dx  und  dy  proportional  zu  ^/X  und 
—  yr  sind,  so  hat  die  Funktion  T  der  Bedingung  zu  genügen: 

(6)  ^{xT-yX')-{yyx  +  xVY){^VX-^Vy)  =  0. 

Diese  Gleichimg  ist  eine  partielle  Differentialgleichung; 
für  unseren  Zweck  genügt  es  aber,  irgend  eine  partikulare 
Lösung  derselben  zu  kennen.  Wir  untersuchen,  ob  ein  rationaler 
Wert  von  T  diese   Gleichimg  befriedigt;  man  erkennt,  daijs, 

wenn    solch    ein    Wert    existiert,    die   partiellen   Ableitui^en 

dT  dT 

g—  und  -g-  proportional  zu  y  und  x  sein  müssen,  damit  die 

Quadratwurzeln  aus  der  Gleichung  (6)  verschwinden.  Diese 
Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  man  für  T  eine  Funktion  des 
Produktes  xy  wählt,  denn  bezeichnet  man  mit  T  die  Ab- 
leitung von  T  in  Bezug  auf  dieses  Produkt,  so  wird: 

Die  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichung  (6)  ergiebt: 

T         xY'-yX' 
T  "~2(y»Z-a;*r)' 

oder,  wenn  man  an  Stelle  von  X,  F,  X',  F'  ihre  Werte 
einsetzt: 
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dieser  Ausdruck  ist  in  der  That  eine  rationale  Funktion  des 
Produktes  xy,  und  diese  Funktion  ist  die  Ableitung  von 

_i(i_iVy'); 

das  Integral  der  Gleichung  (7)  ist  also: 

ZT  =  -  l{l  -  ifcVy*)  +  const. 

Die  Eonstante  können  wir  gleich  null  setzen  ^  und  dem- 
nach wird: 

Dieser  Wert  Ton  T  genügt  der  Gleidiung  (6);  folglich 
erhalt  die  Gleichung  (1)  die  Form: 

also  wird  ihr  Integral: 

Setzt  man  fOr  X  und  Y  ihre  Werte  ein^  und  bestimmt 
man  die  Eonstante  so,  daüs  fflr  x  =  0,  y  =  e  wird,  so  erhalt 
man  die  Gleichung: 


(10)  a?yi  -  y y  1  -  Ä;«y«  +  y  j/l  -  a?«yi  -  A;«a?«  ^  ^ 

Vermittelst 
beiden  Wurzeln 


k^x*y^ 
Vermittelst   dieser   Gleichimg  kann   man  nun    auch    die 


]/l-Ä«  und  yT^TF?, 
welche  die  Werte  von 

yT^«  und  yi-*V 

&ür  x  =  0  darstellen,  als  Funktionen  von  x  und  y  ausdrücken; 
man  findet  leicht: 


(in      yr3pyi--y«~a;yyrrF^«yrrfcV_.^- — -^ 
(12)   yr^^^k^'yi^^^W'-^'^yyi^^'v^^^'  =yi-tv 

687«  EUiptisolie  Funktionen«  Jede  der  Gleichungen  (2), 
(10),  (11),  (12)  steUt  das  Integral  der  Gleichung  (1)  dar,  in 
welchem  für  x  =  0,  y  =  0  wird.     Setzt  man  nun: 

Serret,  Diff.-n.  Integral -Beohnung.  m.  2.  Aufl.  4 


=  t;. 
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/'  dx  _  r  dy 

/dz ^ 

0 

und  femer,  wie  in  Nr.  647: 

a;  =  sinamw,    yi  — a?*—  cos  amw,    |/1  — Aj*ic*=  Aamw, 
so  wird  die  Gleichcing  (2): 

w  =  u  +  v, 
und  die  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  geben  folglich: 

/     .     ^       sin  am  u  COB  am  17  A  am  17  -f  sin  am  t;  cos  am  u  A  am  tt 
>•     '     '  1  —  A; '  sin '  am  u  sin 'am  17 

/     .     X       cos  am  1«  cos  am  17  ~  sin  am  usinamv  A  am  u  A  am  17 

COS  am(u  +  v)= z — i.»«;^«^^^,  c,vi«^^^ ' 

^  '  1 —  Ä' sin' am  tt  Bin*  am  17 

.          /     .     \       Aamu  A  am  17  — A;' sin  am  u  sin  am  17  cos  am  u  cos  am  17 
Aamiu  +  v) i-k*nm*amunm*amv 

Diese  Formeln  stellen  das  Additionstheorem  der  ellip- 
tischen Funktionen  dar.  Wir  beschränken  uns  hierbei  auf  die 
Angabe  dieses  Resultates,  dessen  Beweis  noch  nicht  bei  un- 
beschrankter Variabilität  der  Argumente  geführt  ist,  das  wir 
indessen  nicht  weiter  entwickeln  können,  ohne  die  Grenzen, 
welche  wir  uns  gesteckt  haben,  zu  überschreiten. 

§  3.  Der  Multiplikator. 

688.  Begriff  des  Multiplikators.  Ist  die  Differential- 
gleichung nach  dem  Differentialquotienten  aufgelöst,  also  Yon 
der  Form: 

so  kann  man  auf  beliebig  viele  verschiedene  Weisen 

setzen,  wobei  P  und   Q  Funktionen  von  x  und  y  sind,  dann 
erhält  die  gegebene  Differentialgleichung  die  Form 

Pdx  +  Qdy  =  0. 
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Sind  die  Fnnktionen  P  nnd  Q  so  gewählt,  dafs  Pdx  +  Qdy 
ein  exaktes  Differential  ist  (Nr.  611),  wenn  x  sowohl  wie  y  als 
unabhängige  Yariabele  angesehen  werden,  so  dais  man 

du  =  Pdx  +  Qdy 

setzen  kann,  wobei  u  eine  Funktion  von  x  nnd  y  ist,  so  ist 
eyident,  dals  das  Integral  der  gegebenen  Gleichnng 

u  ==  const. 
wird.  Will  man  aber,  nachdem  die  mit  P  nnd  Q  bezeichneten 
Funktionen  gewählt  sind,  an  die  Stelle  derselben  andere  ein- 
fahren, so  werden  diese  den  ersteren  bis  aof  einen  Faktor  fi 
gleich,  nnd  die  gegebene  Differentialgleichung  erhalt  die  Form 
[iPdx  +  iiQdy  =  0. 
Ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichnng  das  exakte  Differential 
einer  Funktion  u,  so  ist  das  Integral  der  Gleichnng  wiederum 
t*  =  const.  In  den  beiden  letzten  Beispielen  (Nr.  686,  687) 
gelang  es  uns  thatsachlich,  solche  Faktoren  fi  —  man  nennt 
sie  Midtiplikaioren  —  zu  finden.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dals 
jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  derartige  Faktoren 
besitzt 

689.  SatB  I.  Sind  P  imd  Q  zwei  gegebene  FfmktUmm  der 
leiden  tmabhängigen  Variabden  x  und  y,  so  gid>t  es  immer 
einen  Faktor  gi  derart,  dafs  das  Produkt  dieses  Faktors  mit  dem 
Differentiale  Pdx  +  Qdy  ein  exaktes  Differential  liefert. 

Wir  wissen,  dals  die  Differentialgleichung 

(1)  Pdx  +  Qdy  =  0 

ein  Integral  besitzt  Nimmt  man  nxm  an,  dafs  dieses  Integral 
nach  der  willkürlichen  Eonstante,  die  es  enthält,  aufgelöst  ist, 
so  hat  es  die  Form 

(2)  u  =  C, 

wobei  u  eine  Funktion  von  x  und  y  ist.  Die  Gleichung  (2) 
ergiebt  durch  Differentiation: 

(3)  K'^^  +  Ff'^y-Ö' 

und  der  Wert  von  j^?  welcher  aus  dieser  Gleichung  folgt. 
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mals  bei  jedem  Werte  Ton  x  und  y  gleich  sein  dem  Werte, 
den  die  Differentialgleichimg  (1)  liefert;  also  ist 

du        du 

(4)  ^  ^Iy_. 

P  -   Q 

Diese  Gleichimg  (4)  besteht  zunächst  anf  Qmnd  der  Glei- 
chung (2),  aber  man  erkennt,  daJs  sie  in  der  That  identisch 
bei  allen  Werten  Ton  x  nnd  y  bestehen  mnls;  denn  sie  ist 
unabhängig  Ton  C,  nnd  der  Wert  Ton  y,  welcher  durch  die 
Gleichung  (2)  gegeben  ist,  ist  eine  Funktion  yon  x  und  C. 
Bei  jedem  Werte  Ton  x  kann  daher  y  noch  willkürlich  fixiert 
werden. 

Bezeichnet  man  mit  fi  den  gemeinsamen  Wert  der  beiden 
Quotienten  in  der  Gleichung  (4),  so  wird 

du  -D     du         ^ 

und  folglich  ist: 

(5)  fi{Pdx  +  Qdy)  =  ^^dx  +  y^dy  «  du. 

Der  Ausdruck  Pdx  +  Qdy  wird  also  ein  exaktes  Diffe- 
rential, wenn  er  mit  dem  Faktor  fi  multipliziert  wird.  In 
Übereinstimmung  mit  Toriger  Nummer  nennen  wir  ihn  daher 
einen  MtUtiplikaior  oder  auch  einen  irUegrierenden  Faktor  der 
Differentialgleichung.  Das  Integral  u  =  const  labt  sich  dann 
nach  der  früheren  Regel  durch  blolse  Quadraturen  bestimmen, 
sobald  solch  ein  Faktor  ermittelt  isi 

690.  Folgerungen.  —  SatB  U.  Es  giebt  unendlich  vide 
Faktoren,  durch  vodche  der  Ausdruck  Pdx  +  Qdy  em  exaktes 
Differenticd  toird. 

Wir  haben  bewiesen,  dafs  immer  ein  Faktor  (i  existiert, 
so  dafs 

li{Pdx+  Qdy)  =  du 

wird,  wobei  u  eine  Funktion  von  x  und  y  ist  Multipliziert 
man  nun  diese  Gleichung  mit  einer  beliebigen  Funktion  (p(u) 
von  w,  so  wird 

fLg>{u)(Pdx  +  Qdy)  =  q>(u)du, 

und  dies  ist  ebenfalls  ein  exaktes  Differential.     Wie  also  auch 
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die  Funktion  fp{u)  gewählt  sein  mag;  das  Differential  wird 
exakt^  sobald  man  es  mit  dem  Faktor  ii(p{u)  multipliziert. 

Zu  bemerken  ist  dabei  noch,  dafs  fi'(p{u)  der  allgemeine 
Ausdruck  für  alle  integrierenden  Faktoren  ist.  Denn  ist  M 
solch  ein  Faktor ^  imd  also: 

M(Pdx+  Qdy)^dü, 

wobei  U  eine  Funktion  von  x  und  y  bedeutet,  so  ist 

demnach 

dU==-du. 

Da  nun  u  eine  Funktion  von  x  und  y  ist,  so  kann  man 
y  als  Funktion  von  u  und  x  betrachten;  also  ist  ü  eine  Funk- 
tion von  u  und  x.  Die  letzte  Gleichung  aber  zeigt,  dafs  die 
partielle  Ableitung  von  U  nach  x  null  ist.  Hieraus  folgt, 
daJB  U  nur  eine  Funktion  Yon  u  allein  ist,  und  dafs  folglich 

O  j-r 

auch  dasselbe  fOr  die  Ableitung  -g—  gilt;  mithin  wird 

—  =  y(w)     oder     M=  [i(p(u), 
was  zn  beweisen  war. 

Satz  m.  Sind  M  und  fi  zwei  integrierende  Faktoren  des 
Differentiales  Pdx  +  Qdy,  u/nd  ist  der  Quotient  dieser  beiden 
Faktoren  nicht  identisch  konstant,  so  ist  das  vollständige  Integral 
der  Differentialgleichung  Pdx  +  Qdy  ==■  0  gleidi  —  =  C,  wobei 
C  eine  wiUkmliche  Konstante  bedeutet. 

Nach  unserer  Annahme  ist 

(i{Pdx  +  Qdy)  =  du, 

und  da  auch  das  Produkt  M{Pdx  +  Qdy)  ein  exaktes  Diffe- 
rential ist,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze: 

M  f  . 

wobei  ^>(JJ^  eine  bestimmte  Funktion  von  u  oder  eine  Kon- 
stante sein  mufs,  doch  haben  wir  den  letzteren  Fall  aus- 
geschlossen.    Die  Differentialgleichung  Pdx  +  Qdy  =  0  läXst 
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sich  nun  in  der  Form  schreiben  t2ti  —  0,  ihr  Integral  ist  also 
u  ==  const  oder;  was  auf  das  nämliche  hinanskommt: 

g>  (u)  ==  const.;     d.  h.  —  =  (7. 

Wir  werden  später  noch  wichtige  Anwendungen  yon 
diesem  Satze  machen. 

Zum  Schlufs  dieser  Nummer  wollen  wir  aus  der  Bedingung 
Nr.  611  eine  partielle  Differentialgleichung  für  den  Multiplikator 
ableiten.     Soll  der  Ausdruck 

(1)  (iPdx  +  iiQdy 

ein  exaktes  Differential  sein,  so  muJb  nach  Nr.  611  die  Be- 
dingung erfüllt  sein: 

dy  dx 

oder 

Diese  Gleichung;  yon  welcher  die  unbekannte  Funktion  ft 
abhängt;  ist  eine  partielle  Differentialgleichimg;  die  Bestimmung 
Ton  ^  beruht  also  sozusagen  auf  einem  Probleme  höherer 
Ordnung  als  die  ursprüngliche  Aufgabe  der  Integration  der 
Gleichung 

Pdx  +  Qdy  =  0. 

Es  giebt  indessen  gewisse  Falle;  aus  denen  sich  der 
Faktor  it,  auf  Grund  dieser  Gleichung  leicht  ermitteln  labt; 
die  einfachsten  derselben  wollen  wir  hier  angeben. 

691.  Die  homogene  Oleiehung.  Sind  P  und  Q  homogene 
Funktionen  Yom  gleichen  Grade  m,  so  kann  man  eine  homogene 
Funktion  p^  vom  Grade  w  finden;  so  dals 

(1)  i^iPdx  +  Qdy) 

ein  exaktes  Differential  wird.  Denn  es  wird  fiP  eine  homogene 
Funktion  vom  Grade  m-\'n,  imd  folglich  ist  identisch  (Nr.  90 
und  139): 

Die  Bedingung;  dafs  der  Ausdruck  (1)  exakt  ist;  nämlich: 
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kann  also  in  der  Form  geschrieben  werden: 


oder  weil 

und 

ist: 


^   dx  dx 


Die  Zahl  n  ist  noch  unbestimmt;  wir  setzen  ako: 
m  +  n  +  1-0; 
folgUch  wird  die  Bedingung  (2): 

V  j  ^ 

Die  analoge  Untersnchnng  lehrt,  dais  die  Bedingung  (2)  auch 
in  der  Form: 

^  ^  3y 

dargestellt  werden  kann,  und  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  be- 
sagen, dais  ii{Px  +  Qy)  eine  Eonstante  ist.  Setzt  man  die- 
selbe gleich  1;  so  wird 

Hieraus  folgt,  dais,  wenn  P  und  Q  homogene  Funktionen 
desselben  Grades  sind,  der  Ausdruck 

Fdx-\-Qdy 
Px+Qy 

ein  exaktes  Differential  ist.  Um  also  die  Differentialgleichung 
(6)  Pdx  +Qdy=^0 

zu  integrieren,  hat  man  nach  der  Methode  der  Nr.  612  das 
Integral  des  exakten  Differentiales 

Fdx+Qdy 
zu  bestimmen  und  dasselbe  gleich  einer  Eonstante  zu  setzen. 
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Ist  die  linke  Seite  der  Gleichimg  (6)  selbst  schon  ein 
exaktes  iDifferential;  so  kennen  wir  zwei  integrierende  Faktoren 
der  Gleichung  (6),  nämlich 

= — f-7^  und  1: 

setzt  man  den  Quotienten  dieser  beiden  Faktoren  gleich  einer 
willkürlichen  Eonstante,  so  erhält  man  das  Yollständige  Integral 
(Nr.  690,  Satz  III);  dasselbe  wird  dann: 

Diese  Methode  unterscheidet  sich  im  Grunde  nicht  von 
der  früheren  in  Nr.  673  behandelten;  denn  ist 

SO  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6): 

oder,  indem  man 

y  =  X0,    dy  =  xdz  +  zdx 
setzt: 


e^[«-«.)][t+,-^,} 


Durch  diese  Transformation  wurde  früher  die  Trennung 
der  Yariabelen  herbeigeführt,  und  man  sieht,  dafs  dieser  Aus- 
druck ein  exaktes  Differential  wird,  wenn  man  ihn  mit  dem 
Faktor 

1  1 

Qxiz^mi  ^Px+Qy 
multipliziert. 

692.  Die  lineare  Oleichung.  Der  integrierende  Faktor  (i 
des  Differentiales 

Pdx  +  Qdy 

läTst  sich  auch  leicht  bestimmen,  falls  man   von  ihm  weüs, 
dafs  er  nur  eine  Funktion  von  x  oder  von  y  allein  ist.   Nehmen 

wir  z.  B.  an,  dafs  (i  nur  von  x  abhängt,  dals  also  -^  =  0  ist, 
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80  bekommt  die  aUgemeine  Gleicliimg  des  integrierenden  Fak- 
tors; immlich: 

die  Form: 

dy       dx dx_ 

Unsere  Annahme  erfordert  nun,  dab  der  Quotient 

dy      "Sx       ^ 

—Q ^ 

ist;  wobei  X  nur  eine  Funktion  Ton  x  bedeutet.    Ist  dieses 
der  Fall;  so  wird 

^-X     oder     ^^Xdx, 
also: 


X 
Xo 


fZdx 

Xdx  +  const    oder    ft  =  Ce*» 


Nehmen  wir,  was  immer  gestattet  ist,  an,  dab  Q  =  1  ist; 

damit  dann  der  obige  Quotient  nur  eine  Funktion  TOn  x  allein 

ist;  muls 

dP      Y 

Ty-^ 

nnabhangig  von  y  sein,  d.  h.  P  =  Xy  +  X^;   X  und  X^  sind 
Funktionen  yon  x.    Der  Differentialausdruck  hat  dann  die  Form: 

dy  +  {Xy  +  X;)dx, 

X 

fXdx 

und  e^        ist  ein  integrierender  Faktor.    Um  also  die  linea/re 


dy  +  (Xy  +  X;)dx  ^  0 

zu  integrieren  (Nr.  675);  hat  man  sie  mit  dem  integrierenden 
Faktor  zu  multiplizieren;  es  wird 

XX  x 

fXdx  fXdx  fXdx 

dye'^       +ye^       Xdx  +  e^^       X^dx^^O, 
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und  die  Integration  ergiebt: 

X  XX 

JjLdxp    fZdx 

ye^  +  /  e^^X^dx  =  const. 

608.  Ein  letztes  BeispieL  Wir  nntersnchen  sclilieliilich 
nur  noch  den  Fall,  wo  der  Ansdrnck  Pdx  +  Qdy  exakt  wird^ 
wenn  man  ihn  mit  einem  Faktor  ft  yon  der  Form  "KY 
multipliziert,  wobei  X  nnd  Y  bezüglich  Funktionen  yon  x 
und  y  sind.    Die  Bedingongsgleichung  ist  hier 

d{XTF)  ^djXYQ) 

dy  dx 

oder 

dX  dY 

dy      Ji~^   X        ^    T  ' 

dies  erfordert,  dals  die  Differenz 

dP_dQ 
dy       ^ 
von  der  Form  ist 

Ist  diese  Bedingung  erfiillt,  so  kann  man  setzen: 

1   dX     *    .  .         1   dT       ,.  . 

also: 

/q>{x)dx  f^iy)dy 

X  =  6*»         ,     Y=ey-         ,    iL  =  XY. 

§  4.  Differentialgleichnngen^  die  auf  projektiven 
Transformationen  basieren. 

Bei  den  Differentialgleichungen,  die  wir  in  diesem  Para- 
graphen behandeln,  sind  es  immer  lineare  Traosformationen 
der  Yariabeleu,  durch  die  wir  die  Integration,  wenn  sie  über- 
haupt gelingt,  erreichen.  Schon  dieser  Umstand,  sowie 
der  geometrische  Charakter  der  einzelnen  Beispiele  laust 
einen  engen  Zusammenhang  mit  den  sogenannten  projektiven 
Transformationen  (Nr.  707)  vermuten.     Genauer  wird   dieser 


IntegrationBznetlioden  bei  Differentialgleiclmngen  erster  Ordnung.   59 

Znsammeiiliang  aber  erst  im  §  5  erörtert  werden  kSnneiL 
In  diesem  Paragraphen  aber  werden  wir  die  analytische  Be- 
handlung der  Probleme  in  den  Yordei^^nmd  stellen  nnd  daher 
die  genauere  Erklärung  f£lr  die  Überschrift  noch  schuldig 
bleiben. 

694.  Die  Bifferentialgleiohmig»  deren  Koettsienten  lineare 
homogene  Funktionen  sind.     Das  Integral  der  DiffermUalr 


{ax  +  ly^dx  +  {clx  +  Vy)dy  ==  0 

m  bestimmen,  in  tcdcher  a,  b,  a',  V  gegebene  Konstanten  sind. 
Durch  die  Substitution: 

y  =  X£f,    dy  =  xde  +  edx 
wird  die  yorgelegte  Gleichung: 

x{a  +  b0)dx  +  x{al  +  b'g)(xdg  +  edx)  =  0 


oder: 


oder: 

^■^^a  +  (5+aO«  +  6'Ä*       ^a  +  Cft  +  aOi^  +  ft'i^'^^^^- 
Die  ersten  beiden  Glieder  dieser  Summe  sind  das  Diffe- 
rential Yon 

K^  +  ^[«  +  (&  +  «0^  +  ^'^T  --  ^[«^*+  Q>  +  «O^y  +  &'»*]. 

folglich  erhalt  man  durch  Integration: 

?[««:»+  (6  +  ci)xy  +  Vy^  +J^--^^^^,d,  =  const. 
Setzt  man 

wobei  IT  eine  positive  Gröfiie  ist;   so  bekommt  das  Integral 
der  obigen  Gleichung  den  Wert: 

yS     %Ve  +  h  +  a'+yjB[ 

oder: 

2(a'-5)         .         2b'z  +  h  +  a' 
^  ^-  ^  arc  tang 7=— — y 

ys  ^     ys 
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je  nachdem  ±  H  einen  positiven  oder  einen  negativen  Wert 
bedeutet.  Also  wird  das  Integral  der  gegebenen  Differential- 
gleichung im  ersten  Falle  gleich: 

im  zweiten  Falle  gleich: 

yS.  xyH 

Ist  H^O,  so  wird  das  letzte  Glied  algebraisch,  und  man 
erkennt  leicht,  dafs  es  den  Wert  hat: 

-2{a'-h)x 


-YS)x     .^ 


Das  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  ist  nur 
dann  eine  algebraische  Punktion,  wenn  die  GröHse  ±  H  positiv 
ist;  und  in  diesem  Falle  muTs  dann  überdies 

a!-h 

VE 
ein  rationaler  Bruch  sein. 

695.  Integration  derselben  Glelohung  nach  einer  nenen 
Methode.  Dieselbe  Differentialgleichung  läCst  sich  noch  in 
anderer  Weise  integrieren,  was  zu  einer  einfacheren  Einsicht 
in  die  Natur  der  Integralfanktion  fOhrt  und  insbesondere  das 
Verhalten  derselben  in  dem  singularen  Punkte  erkennen  lafst, 
f&r  welchen 

ax  +  hy='0    und    a^x  +  Vy  =  0, 
also 

x=^0    und    y  =  0 

wird,  und  welcher  hier  der  einzige  im  Endlichen  gelegene 
singulare  Punkt  ist.  Führt  man  an  Stelle  der  Yariabelen 
X  und  y  zwei  neue  Yariabele  |  und  ri  durch  die  lineare  Sub- 
stitution 

l^x  +  l^y,    ri-==x  +  X^y 

ein,  so  kann  man  die  Eonstanten  X^  und  X^  so  bestimmen,  dafs 
die  Differentialgleichung  die  Form  erhält: 
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Der  Sinn  dieser  Transformation  ist  der^  dals  zwei  lineare 
partikulare  Integrale 

1  =  0    und    12  =  0 

ermittelt  werden.     Es  wird  nämlich: 

^^  dl==dx  +  l^dyy    dri=^dx  +  i^dy, 

9(^  +  ^y)(dx  +  T^dy)  +  ^{x  +  X^y){dx  +  X^dy)  =  0, 

und  soll  diese  Gleichnng  mit  der  ursprünglichen  identisch  sein, 
so  mnfs: 

g  +  g=a,        9^1  + 9%-=  a\ 

5rA,  +  A  =  ^      ^A,(gf  +  (/')  =  6' 

sein.    Hieraus  folgt,  wenn  wir  den  speziellen  Fall  a  »  0  bei- 
seite lassen:  ,,  ,  ,  , 

d.  h.  Aj  und  X^  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

oX»-(a'+6)A  +  &'  =  0. 

AladaTin  sind  g  und  </  zu  bestimmen  aus  den  Gleichungen: 

g  +  g'  =  a,    ?A,  +  5''Xi  =  6, 
und  es  wird: 

(?ii  +  A)G/^  +  ^^)  =  a'b  =  g%Xt  +  s^\Xt  +  g^i,X,'+  V), 

'^'^  a'b-aV  =  gg^il,-X,y, 

und  das  ToUständige  Integral  der  Differentialgleichung 

^.  gfid^  +  g'Uv  =  0 

(1)  l'ij»'  =  const. 

°^""=  (x  +  X,yyix  +  X,yy=C. 

Diese  Gleichung  umfafst  folgende  Fälle ,  wenn  die  Ko- 
effizienten a,  a\  b,  V  als  reell  yorausgesetzt  werden: 

1.  Sind  die  beiden  Wurzeln  l  von  0  verschieden,  ungleich 
und  reell,  also: 

UV  -  (a'  +  by  =  4:{aV  -  a!b)  -  (a'  -  bf  <  0, 
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80  sind  anch  g  und  g*  beide  reell,  und  entweder  Ton  gleichem 
Zeichen,  wenn 

a!h-aV>0 

ist;  oder  Ton  ungleichem,  wenn 

ist.     Im  ersten  Falle  haben  die  Integralknrven 

die  Eigenschaft,  daCs  fmr  die  Kwrve^  für  tvdche  C=^0  ist, 
du/nk  den  singulären  Punkt  hindmchgekt;  d.  h.  die  Geraden 

x  +  X^y  =  0    mid    x  +  X^y^Q 

sind  partiknlare  Integrale  der  Differentialgleichung,  sie  bilden 
zwei  ausgezeichnete  Richtungen  in  dem  singularen  Punkte. 
Im  zweiten  Falle  nehme  man  g  als  positiy  an,  g^  als  negativ 
und  gebe  der  Integralfanktion  die  Form: 

{x  +  X^yy==G{x  +  )^yy^\ 

so  erkennt  man,  dafs  jede  Kurve  des  Integrcdsystemes  di4rch 
den  singuUken  PwM  hindtf/rchgeM,  und  zwar  wird,  je  nachdem 
—  ^  kleiner  oder  gröfser  als  eins  ist,  immer  nur  eine  der 
beiden  ausgezeichneten  Richtungen  von  allen  übrigen  Integral- 
kurven  berührt,  während  für  den  gaoz  speziellen  Fall  g  =  —  ^ 
die  Integralkurven  in  dem  singularen  Punkte  lauter  yerschiedene 
Tangentenrichtungen  erhalten.     Ist 

so  erhält  man  eru  System  von  parallelen  Geraden,  von  denen 
eine  durch  den  Koordinatenanfangspunkt  hindurchgeht;  eine 
andere  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  löst  sich  als  Faktor 
aus  der  Differentialgleichung  ab.    Die  Eurren  sind  algebraisch, 

wenn  —,  rational  ist,  d.  h.  wenn 
ff 

a'-b 


y{a!-h)*-'4t{ah'-a'h) 

rational  ist,  wie  früher  schon  gefanden  wurde. 

2.  Sind  die  beiden  Wurzehi  konjugiert  imaginär,  also: 

AaV  -  {al  +  Vf  ==4:{aV-  all)  -  {a!  -  hy  >  0, 
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so  sind  anch  die  beiden  Wurzeln  g  nnd  (/  im  allgemeinen 

ebenfalls  konjugiert  imaginär^  und  giebt  man  denselben  die 

Form  .^        , 

g  =  a-^%ßf    gr  =  «  —  */», 

80  wird 

das  Integralsystem.     Schreibt  man  die  Grofiien  X^  und  X^  in 
der  Form: 

X^=m  +  iny    Aj  =  m  —  t«, 
mid  setet  man 

a;  +  my  =  Xy    ny  =  y', 

so  wird  dieses  System  gleich: 

{cd  +  i^Y+*(^{a!  -  tj/)«-'^  =  (7 
oder 

Durch  Einfclhrung  Ton  Polarkoordinaten  erkennt  man, 
dals  diese  Eurren  ein  System  von  logarithmischen  Spiralen 
bQdeU;  deren  Pol  der  Eoordinatenanfangspunkt  ist;  heine  reette 
Ewve  des  IntegrcUsystems  geht  also  dwrch  den  singtdären  Ptmkt, 
sondern  jede  umkreist  denselben  asymptotisch. 

3.  Sind  die  beiden  Wurzeln  X^  und  A,   einander  gleich, 

"^^^  4(a6'  -  a'b)  -  (a'  -  hy  =  0, 

so  ist  die  angegebene  Transformation  nicht  durchführbar.     Da 

'^^'^  aX'-(a^  +  b)X  +  V  =  0 

und 

2aX-(a'+6)  =  0 
ist,  so  setze  man: 

a?  =  I  —  Xy,    dx^'dl  —  Xdy. 

Die  Differentialgleichung  erhält  dadurch  die  Form: 

dl(ai  +  Jcy)-Hdy  =  0 
oder 

wobei 

Jc  =  b  —  aX  =  aX  —  a* 

gesetzt  ist;  also  wird  das  Integral: 
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oder  y 

d.  h.  in  den  ursprünglichen  Koordinaten: 


In  diesem  FaUe  gdien  aUe  Integralkwrven  dwrch  den  singu- 
lären  Ptmkt  nnd  berühren  dort  die  eine  ausgezeichnete  Richtung 

x  +  Xy  =  0, 

sie  haben  im  Eoordinatenanfangspunkt  eine  Spitze. 

Diese  yerschiedenen  Arten  eines  singularen  Punktes  sind 
im  wesentlichen  auch  für  die  Singularitäten  der  algebraischen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  überhaupt  mafsgebend. 

696.  Die  Koettsienten  sind  aUgemeine  lineare  Funk- 
tionen.   Das  Integral  der  Differeniialgleichmig 

{ax  +  6y  +  c)dx  +  {a'x  +  Vy  +  d)dy  =  0 

0u  bestimmen.  Diese  Gleichung  ist  nicht  homogen  in  Bezug 
auf  die  Yariabelen  x  und  y,  doch  kann  sie  durch  eine  parallele 
Verschiebung  des  Eoordinatensystemes  in  eine  homogene  ver- 
wandelt werden.     Setzt  man: 

x^x^  +  x^,    y«yo+yi» 
wobei  x^  und  y^  die  neuen  Yariabelen  bedeuten,  und  bestimmt 
man  Xq  und  y^  derart;  dals: 

ax^+iyo  +c  =  0 
und 

a\+Vy^+c'^0 

wird;  so  erhält  die  Differentialgleichung  die  Form: 

(ax^+  ly^dx^  +  {a^x^  +  Vy^^Vx  =  0, 

und  wird  also  mit  der  soeben  behandelten  identisch. 
Direkter  noch  kann  man  setzen: 

aa;  +  6y  +  c  =  w,    a^x  +  Vy  +  c*==v, 

wobei  u  und  v  die  neuen  Yariabelen  sind;  abdann  wird: 
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^~  aV-a'h         '    y~  aV-^alh         ' 

und  die  gegebene  Differentialgleichung  bekommt  die  Form: 

uQ/du  —  hdv)  +  v{adv  —  a!du)  =  0 
oder 

(&'w  —  d!v)du  +  {av  —  hu)dv  «  0; 

8ie  ist  homogen  in  Bezog  auf  u  und  v. 

Die  beiden  Transformationen  sind  nicht  anwendbar^  wenn 

ist.  also 

alsdami  ist  4ie  Differentialgleichung: 

(aa?  +  6y  +  c)dx  +  [^(aa:  +  &y)  +  c']dy  =  0. 

Um  die  Yariabelen  zu  trennen,  hat  man  zu  setzen: 

ax  +  by=-  0, 

also  ,         , 

,         dz  —  adx 
dy 5 , 

und  die  Gleichung  wird: 

,      ,  a'jBf  +  ac'  ,         f. 

aaX  +  TT K TTr Ux»^  =  V, 

'  {b  —  a!)g'{-(Pc  —  ac)  ' 

so  dals  die  Yariabelen  getrennt  sind.  Diese  Gleichung  gilt 
auch  für  den  Fall,  dab  a!  =  0,  6'  =  0  ist;  ist  a=«0  und  6  =  0, 
so  hat  man  a'x  +  Vy  =  e  zm  setzen. 

697.  Die  allgemeine  RiooatiBOhe  Gleiohang.  Unter  einer 
allgemeinen  Biccatischen  Gleichung  verstehen  wir  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  Form: 

(1)  ||+X,.y»+X,.y  +  X,=  0, 

WO  die  X  irgend  welche  gegebene  Funktionen  von  x  sind. 
Wir  fragen  zunächst,  wie  man  die  vollständige  Lösung  dieser 
Gleichung  aus  der  partikularen  bestimmen  kann.  Kennt  man 
eine  partikulare  Lösung  y^,  so  setze  man  das  allgemeine  y 
gleich: 

(2)  y  =  yi  +  f  • 

Berret,  Diff.-  o.  Integral -Bechnung.  III.  8.  Aufl.  5 


gg  Zweites  Kapitel. 

Dann  mofis  ij  der  Differentialgleichiing  genügen: 

(3)  ^^X,+  iX,+  2X,y,).f). 

Hier  sind  das  Yon  17  freie  Olied  auf  der  rechten  Seite  nnd  der 
Koeffizient  Ton  tj  bekannte  Funktionen  Ton  rr;  17  genügt  also 
einer  linearen  Differentialgleichung^  und  diese  haben  wir  in 
Nr.  675  integriert.     Wir  haben  abo  als  erstes  Resultat: 

KemU  man  eine  parHkulare  Lösung  der  allgemeinen  Biecati- 
sehen  Gleichung,  so  Jcann  man  die  übrigen  durch  Quadraturen 
finden. 

Sind  nun  %,  %  zwei  partikulare  Lösungen  von  (3),  17  die 
vollständige;  so  folgt  aus  Gleichung  (la)  der  Nr.  675: 

(4)  i^^  =  const 

Seien  y,  ^^^  9s  ^^  partikularen  Lösungen  von  (1)^  die 
1^2  und  1/3  entsprechen^  abo  nach  (2): 

»,=yi  +  ^.   y,=yt  +  ~ 

AlfldaTiTi  kann  man  mittelst  dieser  Gleichungen  und  (2) 
statt  der  i;  die  y  in  (4)  einfahren  und  gelangt  so  zu  dem 
neuen  Resultat: 

(5)  yrLi^:?^JZl!.^eonst., 
also: 

Bei  der  Biccatischen  Gleichung  ist  das  DcppdverhaUnis 
aus  irgend  4  parUkuUwen  Lösungen  konstant. 

698«    Die    spezielle    Biooatisohe    Gleichung.      Die    von 

Biccati  selbst  behandelte  Gleichung  ist  ein  besonderer  Fall  der 
in  Nr.  697  behandelten  allgemeinen  Gleichung.     Sie  lautet: 

(1)  g  +  oy.==6^«.. 

a  und  b  sind  konstante  Koeffizienten^  m  ein  beliebiger^  aber 
fester  Exponent. 

Ist  m  =  0^  so  lassen  sich  die  Yariabelen  ohne  weiteres 
trennen;  es  ist: 


y'-a 


^  +  adx  =  0, 
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also  wird^  indem  man  integriert; 


Löst  man  die  Gleichung  nach  y  auf,  so  wird: 

_    aix-c)V^         _«(a,_«)l/I 
5  c ^  +  g ^ 

«     «(:.-c)yi         -«(.-c)y^ 

Ist  —  negatiy,  so  kann  man  dafflr  schreiben  (Nr.  373): 

j,=|/I|cotg[a(a;-o)>^} 

Die  Gleichung  (1)  ist  noch  in  gewissen  Fallen  yermittelst 
algebraischer  und  logarithmischer  oder  cyklometrischer  Funk- 
tionen integrierbar.  Der  Weg,  welchen  wir  bei  dieser  XJnter- 
snchung  einschli^en  wollen,  besteht  darin,  dafs  wir  die 
Differentialgleichung  auf  eine  andere  derselben  Form  zurück- 
führen, bei  welcher  der  Exponent  m  nuU  ist. 

699«  Sine  Transformation.  Wir  führen  zunächst  die 
Transformation 

y^My  +  N 

ein,  y  ist   eine   neue  Yariabele,   M  und  j^  sind  Funktionen 
von  Xy  die  wir  noch  beliebig  bestimmen  können;  nun  ist: 

dx      ^dx^y  dx^  dx' 

Tind  wenn  man  diese  Werte  in  die  Gleichimg  (1)  einfahrt,  so 
folgt: 

Um  M  und  N  zu  bestimmen,  setzen  wir  jetzt: 

Hier  lassen  sich  in  der  ersten  Gleichung  die  Yariabelen 
trennen;  es  ist: 
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also 

Wir  wählen 


-jp  +  adx  =:  0, 
—  ^  +  ax^  const. 


ax 


dx    *    X 
M    *    0? 


SO  dalB  die  zweite  Gleichnng  die  Form  erhalt: 

oder 

Demnach  wird: 

IM+  Z(a^)  =  const. 
oder 

so  dals  wir 

setzen  können;  die  angewandte  Transformation  ist  folglich: 

(2)  y=4  +  -' 

nnd  die  transformierte  Gleichung  wird: 

Für  den  Fall  w  =  —  2  wird  diese  Gleichung: 

^y     j.     r,y^ 

und  da  die  rechte  Seite  eine  Funktion  des  Quotienten  —  ist. 

X 

so  ist  sie  nach  dem  Verfahren  der  Nr.  673  integrierbar. 
unsere  Transformation  führt  abo  zu  einer  Integration  der 
Bicca tischen  Gleichung,  wenn  w  =  —  2  ist. 

Die  Gleichung  (3)  hat  nicht  mehr  die  Form  der  ursprüng- 
lichen, doch  erMlt  sie  dieselbe  yermittelst  einer  neuen  Trans- 
formation der  Yariabelen;  wir  setzen: 

(4)  y=  —  ,    x  =  Xi'^-^^. 

also:  ,  ^ 
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sabstitniert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (3)  nnd  be- 
zeicbnet  man  zur  Abkürzung: 

/K\  ^        i  »  m  +  4 

80  folgt: 

(6)  |§  +  «iyx*-^^-. 

Diese  Gleichung  ist  der  Form  nach  mit  der  ursprünglichen 
identisch;  sie  ist  integrabel^  wenn  m^  =  0  ist,  also  wenn 
m » —  4  ist;  abo  ist  auch  die  ursprüngliche  bei  dieser 
Amiahme  integrabel. 

700.  Integrabele  FftUe.  Die  Transformation,  durch  welche 
wir  von  der  Gleichung  (1)  zur  Gleichung  (6)  übergegangen 
siad,  kann  nun  auf  diese  letztere  angewandt  werden,  und 
wendet  man  denselben  Prozefs  weiter  an,  so  erhalt  man  eine 
unbegrenzte  Reihe  von  transformierten  Gleichungen,  die  man 
in  allgemeiner  Weise  durch 

bezeichnen  kann.  Gelangt  man  dabei  zu  einer  Gleichung,  in 
welcher  m,-  null  ist,  so  ist  diese,  wie  wir  gesehen  haben, 
integrabel,  und  abo  sind  es  auch  alle  transformierten  Glei- 
chungen, die  ihr  Yorangehen. 

Man  kann  leicht  die  Falle  bestimmen,  in  denen  dies  ein- 
tritt. Bezeichnen  wir  mit  0(m)  die  Funktion  Ton  m,  welche 
durch  die  Gleichung 

definiert  ist,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

00(m)  =  e«m,    eö*(m)  =  e»(m),... 
fm  =  6*'(w). 

Hieraus  findet  man  durch  ToUsifindige  Induktion: 

^^ "  ■"   tm  +  {2t+l)' 
denn   diese  Formel   gilt  für  i^l,   und   man   erkennt  leicht, 
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dab  sie,  wenn  sie  für  einen  Index  i  gilt,  auch  für  den  Index 
i+  1  giltig  bleibt.    Damit  nun  m,- » 0  wird;  muls 

4t 


m  =  — 


2t— 1 


sein.  Wenn  also  die  Zahl  m  diese  Form  hat;  wobei  i  eine 
ganze  positive  Zahl  ist;  so  ist  die  Biccatische  Gleichung 
yermittelst  algebraischer  und  logarithmischer  Funktionen  inte- 
grierbar. 

Es  giebt  aber  noch  einen  anderen  Fall  der  Integrabilitat. 
Macht  man  die  Substitution: 

y^Y'    ^  =  ^"*+^» 
so  erhalt  die  ursprüngliche  Gleichung  die  Form: 

ü+-^^ — ^^~^'> 

dX  '   m  +  1  w  +  1  ' 

und  diese  Gleichung  ist  nach  dem  Torigen  integrabel;  wenn 

m     4  t' 

""m  +  l""""  2t-l 
oder 

4t 

fH  =  — 


2t  +  l 

ist.     Wir  können   also    die   Biccatische   Gleichung   mittelst 

der  elementaren  Funktionen  integrieren;  wenn  die  Zahl  m  die 

Form  hat: 

4t 

wobei   i   eine   ganze   positive   Zahl   ist.     Der  Fall   m  =  —  2, 
welcher  oben  behandelt  wurde,  gehört  zu  i  =  oo. 

Die   Biccatische  Gleichung  kann   in   eine   lineare   Glei- 
chung zweiter  Ordnung  verwandelt  werden,  indem  man 

^       az  dx 
also 

^=.  -,  -L/'^V+  i.  ^  =  _  at/«-f  -  — 
dx  az*\dx/  "*   ae  dx*  ^  "^  az  dx* 

setzt;  die  transformierte  Gleichung  wird: 

d*z 
dx* 


^,-abisx^=0. 
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701.  Die  Jaoobisohe  Differentialgleiolmng.  Die  Differential- 
gleichimg  Pdx  +  Qdy  ==0  laXbt  sich,  wie  wir  gesehen  haben 
(Nr.  696),  leicht  integrieren,  wenn  P  nnd  Q  lineare  Funktionen 
der  beiden  Yariabelen  x  nnd  y  sind.  Euler  und  andere  nach 
ihm  haben  weiter  den  Fall  untersucht,  wo  P  und  Q  ganze 
Funktionen  zweiten  Gfrades  sind;  doch  laXst  sich  hierbei  die 
Integration  nur  dann  auf  Quadraturen  zurückfahren,  wenn  die 
Polynome  P  und  Q  speziellen  Bedingungen  genügen. 

Die  anfangs  genannten  Differentialgleichungen  sind  aber 
als  besonderer  Fall  in  einer  allgemeineren  Gleichung  enthalten, 
für  welche  Jacobi  zuerst  eine  Methode  der  Integration  gegeben 
hat.    Dies  ist  die  Gleichung: 

/iN  dy       N-y-M 

wobei  L,  itf,  N  lineare  Funktionen  von  x  und  y  sind,  nämlich: 

L  =  a^x+a^y+a^, 
(2)  \M=^\x+h^y  +  h^, 

N=nc^x  +  (^y  +  c^', 

die  a,  6,  c  sind  gegebene  Eonstanten. 

Man  kann  die  Gleichung  (1)  auch  in  zwei  spalten  und 
schreiben: 

'£  —  «:  +  L,     '^  —  N.y  +  M. 

Man  erhalt  so  „das  Jacobi  sehe  System".  Hier  werden 
X  und  y  Funktionen  von  einer  dritten  Veränderlichen  z,  welche 
—  in  die  Integralgleichung  Ton  (1)  eingesetzt  —  diese  identisch 
befriedigen.  Die  Koeffizienten  können  nun  als  irgendwie 
gegebene  Funktionen  von  z  gedacht  werden.  Als  Spezialfall 
des  Jacobischen  Systems  kann  man  die  Biccatische  Gleichung 
auffassen,  so  daCs  alle  in  diesem  Paragraphen  behandelten 
Gleichungen  sich  unter  die  Jacobische  subsumieren.  Ist 
nämlich  L  identisch  nuU,  so  wird  die  erste  Gleichung  durch 
«==0  befriedigt.     Die  zweite  Gleichung  aber  wird  für  x  =  0\ 

das  ist  die  allgemeine  Biccatische  Gleichung  (Nr.  697). 
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Wir  kehren  nun  zu  der  Jacobischen  Gleichung  selbst, 
also  zur  Gleichung  (1)  zurück^  denken  uns  die  a,  h,  c  wieder  ab 
Eonstante  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  siie  zu  integrieren. 
Wir  versuchen  zunächst,  ob  ein  partikulares  Integral  existiert, 
das  durch  eine  lineare  Gleichung: 

(3)  U^u^x  +  u^y  +  Uf^^O 

gegeben  wird.  Wir  erhalten  durch  Differentiation  dieser  Glei- 
chung in  Verbindung  mit  (1) 

^  ^  dx  u^       Nx  —  L 

Es  muTs  also  die  Gleichung: 

Ui{Nx  -  L)  +  u^iNy  -  Jtf)  =  0 

für  alle  Werte  bestehen,  fiir  welche  U=0  ist,  und  es  fragt 
sich,  ob  es  möglich  ist,  die  Eonstanten  t^i^  tc^?  ^  ^^  ^^  ^®~ 
stimmen^  dafs  dies  der  Fall  ist.  Es  mufs  dann  die  linke  Seite 
der  letzten  Gleichung,  die  eine  ganze  Funktion  zweiten  Grades 
ist,  in  zwei  Linearfaktoren  zerfallen,  von  denen  der  eine  U 
ist.     Der  andere  werde  durch 

H=\x  +  h^y  +  \ 

bezeichnet.     Vergleicht  man  in  der  so  entstehenden  Gleichung: 

(4a)  u^(Nx-L)  +  u,(Ny-M)  =  H'U 

die  entsprechenden  Eoeffizienten  auf  beiden  Seiten^  so  ergeben 
die  Eoeffizienten  von  x^,  y^  und  das  von  x  und  y  freie  Glied 
für  Äi,  Äg,  A3  die  Werte: 

(4b)  Ä,  =  c„    Ä,  =  c„    Ä,  =  -^i?4^. 

Die  Eoeffizienten  von  xy  stimmen  von  selbst  überein,  die 
von  X  und  y  liefern  aber  zwei  Bedingungsgleichungen^  für 
die  u,  nämlich: 

^1  «8  «s 

Diese  sind  homogen  und  vom  zweiten  Ghrade  in  den  u. 
Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Wert  der  drei  Quotienten 


(6)  F{X)^ 
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mit  X,  so  entstehen  drei  homogene  lineare  Gleichungen  für 
h.i  ^9  ^j  nämlich: 

Diese  können  nnr  dann  zusammen  bestehen,  wenn  die 
Determinante  der  Koeffizienten  verschwindet.  Dies  ergiebt  eine 
kubische  Gleichnng  &lt  X: 

<h         yh         ;  ^  -  * 
Ist  X  irgend  eine  Wnrzel  dieser  Gleichung,  so   ergeben 
sich  für   die  Verhältnisse   der  u   ans   dem  System  (5)   ganze 
raticmale  Funktionen  zweiten  Grades  von  X,  nnd  man  kann  U 
die  Form  geben: 
(6a)  U^U^+  U^'X  +  X^ 

wo  Uq  nnd  ü^  lineare  Funktionen  von  x  und  y  sind,  deren 
Koeffizienten  sich  rational  durch  die  a,  b,  c  ausdrücken.  Das 
Ergebnis  der  bisherigen  Untersuchung  ist: 

Es  giebt  immer  ein  parHkülares  Integral  der  Jacobischen 
Gleuhmgy  das  durch  eine  linea/re  Gleichung 

(3)  U^u^x  +  u,y  +  u^=^0 

dargestdlt  wird. 

Um  das  vollständige  Integral  zu  finden,  hat  man  drei 
Falle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  kubische  Gleichung  (6) 
keine,  zwei  oder  drei  gleiche  Wurzeln  besitzt. 

1.  Die  Gleichung  F(X)  =  0  hat  Jceine  gleichen  Wurzeln» 
Dami  entsprechen  den  3  Wurzeln  A^,  Ag,  X^  drei  versohiedene 
lineare  partikulare  Integrale  (3).  Wir  bezeichnen  sie  der 
Reihe  nach  mit: 

U^u^x  +^2»  +%  =0, 

V^v^x  +v^y  +v^  =0, 
W~  w^x  +  w^y  +  m;3  =  0, 

so  Mb  TT  der  Wurzel  X^,  V  der  Wurzel  Ag,  W  der  Wurzel  A, 
entspricht. 
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Um  nnn  das  ToUstandige  Integral  za  finden,  gehen  wir 
anf  die  Identiföt  (4a)  zurück,  die  aofidrückte,  dals  U=  0  ein 
partikulares  Integral  war.  Die  drei  Wurzeln  l  entsprechen 
drei  Identiföten  dieser  Art;  ans  ihnen  suchen  wir  nun  eine 
neue  zu  bflden,  deren  rechte  Seite  nicht  nur  yermoge  17  =  0, 
sondern  identisch  verschwindet.  Zunächst  laJst  sich  der  Glei- 
chung (4a)  die  Form  geben: 

(4c)  ^(Nx  -L)  +  ^(Ny  -M)=N-X. 

Führt  man  nämlich  in 

auf  der  rechten  Seite  die  Werte  h  aus  (4b)  ein,  so  erhalt  H 
die  Gestalt 

CiX  +  Citf  +  c^-X, 

weil  h^  nach  der  letzten  Gleichung  (5)  gleich  c,  —  A  ist.  Nach 
der  letzten  Gleichung  (2)  ist  aber 

und  daher  ergiebt  sich  die  behauptete  Identität  (4c).  Denkt 
man  sich  in  ihr  für  X  der  Beihe  nach  X^,  X^,  X^  gesetzt,  so 
entstehen  drei  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  sich  aus  der 
von  (4c)  ergeben,  wenn  man  für  Uj  u^,  u^  der  Beihe  nach: 

U,   Wi,  Wj 
F,   Vi,  Vj 

setzt.  Multipliziert  man  diese  der  Beihe  nach  mit  drei  Eon- 
stanten a,  ß,  y  und  addiert  sie,  so  folgt: 

(4d)  (^  +  ^  +  ^)(i^^-i)  +  (^  +  ^  +  ^)(2^y-Jf) 

=  («  + /3  +  y)  • -ZV  -  (aii  + /3^  +  yX,). 

Hier  wird  nun  die  rechte  Seite  identiscli  noll,  wenn 
a,  ß,  y  den  beiden  Gleichungen  genügen 

(8)  a  +  ^  +  y  =  0 

(9)  «ii+i8Aj  +  yAg  =  0, 
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also  wenn  man: 

^^^--hf     /J^^--^»     y^h—^ 
setzt     Treffen  wir  diese  Wahl  der  Konstanten,  so   geht  die 
Gleichung   (4d),    weil    Nx  —  L  und   Ny  —  M  nach   (1)   dx 
und  dy  proportional  sein  sollen,  über  in: 

oder  ^^  _L_a  ^^  ^      ^^      A 

Hier  ist  die  linke  Seite  das  logarithmische  Differential 
Yon  U'^V^WY.    Also  ist: 

(7)  U''rßWY=  C^-^F^-^Tr*i-^=const 

die  voUsiändige  Löstmg  der  Jacobischen  Gleichung,  solange  die 
hubische  Gleichung  (6)  drei  verschiedene  Wwredn  besitzt.  Dabei 
sind  Uy  V,  W  lineare  Fwnkticnen  von  x  und  y: 

F=  v^x  +  v^y  + 1?5, 

W  =^  w^x  +  w^y -\- w^. 

2.  Die  Gleichung  l^(i)=0  hat  eine  Doppdwurzel,  Wir 
leiten  diesen  Fall  ans  dem  vorigen  dnrch  Grenzübergang  ab. 
X^  und  X^  seien  die  beiden  verschiedenen  Wnrzeln  und  X,  die 
Doppelwnrzel,  so  dals  ^Ij  =  X,.  Sei  zunächst  X,  =  X,  +  A  von  X, 
yerschieden.  AlsdaTin  ist  (7)  die  Integralgleichung.  Nimmt 
man  in  dieser  die  Logarithmen  und  setzt  zur  Abkürzung 

80  Wird: 

(^  -  K)f{Ki  +  (^  -  K)f(M)  +  (Ai  -  h)f(h)  =  const. 
die  Integralgleichung.     Führt  man 

ein  und  dividiert  durch  hy  so  folgt: 

f{^)  -  f(k)  +  (h-^)-  ^^'^+1-^^'*^  =  const. 
tmd  im  Limes  für  %  —  0: 
(7a)  {X,-  ^)-fXX,)  +  fi^)  -  f{^^)  =  const 
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Da  aber 

ist,  80  ergiebt  sich: 

yi  y 

{K-^'y-  +  log  -gr  =  consi 

Dabei  bedeutet  V  die  Ableitung  von  F  nach  X^.  Der 
Gleichung  (6a)  entsprechend  ist  aber: 

wo  Uq  nnd  TJ^  linear  in  x  und  y  und  rational  in  den  a^  b,  c 
sind.  Differentiiert  man  diesen  Ausdruck  nach  X^f  so  erhalt 
man  einen  Ausdruck  der  Form 

WO  Vq  und  Fj  ebenso  wie  Uq  und  J7i  beschaffen  sind.  F'  ist 
also  linear  in  x  und  y  und  von  der  Form; 

r  =  v\x  +  v\y  +  v'^. 

Gehen  wir  also  in  unserer  Integralgleichung  wieder  von  den 
Logarithmen  zu  den  Numeris  über^  so  kommen  wir  zu  dem 
Ergebnis: 

Das  Integral  von  (1)  hat  im  Falle  einer  Doppdwwisd  die 
Gestalt: 

(7')  ^e  ^  =  consi, 

wo  U,  F,  V  lineare  Ffmktionen  von  x  tmd  y  sind: 

U  =  u^x  +  ti2y  +  Ms; 
V  =Vi^x  +  v^y  +  %y 
r=v\x  +  v\y  +  v\. 

3.  Die  Gleichwng  F{X)  =  0  hai  eine  dreifache  Wurzd, 
Setzt  man  in  (7a)  X^^X^-\-h  und  dividiert  durch  —  ö^ä*,  so 
folgt: 

und  an  der  Ghrenze  fOr  A  =  0: 

/"(A,)  =  conflt. 
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Bezeichnen  wir  den  gemeinsamen  Wert  der  drei  Wnrzeln 
ein&ch  mit  1^=  X,  so  wird: 

Hier  sind  [7'  und  U"  die  erste  und  zweite  Ableitung  von 

nach  X,  also  lineare  Funktionen  yon  x  und  y.  Bezeichnet 
man  daher  die  Integrationskonstante  mit  C,  so  wird  die 
Integralgleichung  eine  algebraische  Gleichui^  zweiten  Ghrades 
der  Form: 

wo  die  U,  U\  ü"  lineare  Funktionen  von  x  und  y  sind: 

U^u^x    +u^y    +u^, 
U'  =  u\x  +  u\y  +  w'3, 
V'^=^u\x  +  u\y  +  u\. 
Wir  wiederholen: 

Hat  die  hubische  Gleichtmg  F(k)  =  0  eine  dreifache  Wurgd, 
so  wird  das  vollständige  Integral  der  Jacohischen  Gleichimg: 

(7  0  gri =  <^»flt., 

WO  Uy  U'y  Z7"  lineare  Funktionen  von  x  tmd  y  sind. 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  in  den  Fällen  2.  und  3.  den 
expliciten  Zusammenhang  zwischen  den  Koeffizienten  der 
Integralgleichung  und  denen  der  Differentialgleichung  aus- 
zurechnen und  heben  nur  noch  hervor,  dafs  —  ebenso  wie 
im  FaUe  1.  die  ü,  F,  TT  —  so  im  Falle  2.  die  U,  F,  F', 
im  Falle  3.  die  U,  U\  ?7"  beliebige  lineare  Funktionen  von 
X  und  y  sein  können  und  doch  die  zur  Integralgleichung  (7) 
bezw.  (7')  bezw.  (7")  gehörige  Differentialgleichung  immer 
von  der  Form  (1),  also  eine  Jacobische  wird.  Man  bestätigt 
dies  unschwer  durch  direkte  Ausrechnung.  Es  folgt  daraus, 
dab,  solange  nicht  neue  Bedingungen  zukommen,  die  Form 
der  Integralgleichungen  sich  nicht  weiter  spezialisiert,  als  wir 
durch  unsere  Überlegungen  gefanden  haben. 
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702.  Homogene  Variabele.  Nenerdings  hat  es  sich  mehr- 
flEkch  als  zweckmäfsig  erwiesen^  anoh  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  homogene  Yeränderliche  anzuwenden^  wie 
man  dies  in  der  Theorie  der  algebraischen  Kurven  schon  lange 
ihat.  Wir  wollen  dem  Leser  Gelegenheit  geben,  diese  Methode 
zu  üben  und  ihren  Nutzen  zu  beurteilen,  indem  wir  die 
Integration  der  Ja co bischen  Gleichung,  die  in  der  vorigen 
Nummer  durchgeführt  ist,  noch  einmal,  aber  mit  homogenen 
Variabelen,  ausführen.  Wegen  ihres  projektiven  Charakters 
ist  die  Jacobische  Gleichimg  zu  einer  solchen  Illustration 
besonders  geeignet.    Wir  setzen  nach  Nr.  175 — 177: 


ii.lfl<lfl.nTi  wird: 


Die  Differentialgleichung  (1)  erhält  daher  jetzt  die  Form: 

L{x^dx^  —  x^dx^  +  M{x^dx^  —  x^  dx^)  +  N{x^dx^  —  x^dx^  -=  0. 

An  Stelle  von  i,  Jfcf,  N  fahren  wir  die  entsprechenden 
linearen  Formen  ein: 

IL'X^==a^x^  +  OjiRj  +  a^x^^  a» 
M'X^=-\x^  +  l^x^  +  63^2^8  =  ^* 
N'X^=^c^x^  +  c^x^  +  c^x^-=Cx* 

Alsdann   wird   die  Jacobische  Gleichung   in  homogener 
Schreibweise: 

{\)a»'{x^dx^'-x^dx^+hx{x^dXy—x^dx^+Cx{x^dx^--x^dx^==-Q. 

Soll  nun  die  Gerade: 

(3)  War«  u^x^  +  Wa^  +  %^  ==  0 

eine  Integralkurve  sein,  so  müssen  gleichzeitig  die  Gleichungen 
bestehen: 

(3)  %ai  +  W8^  +  ^^8"=0 
und 

(4)  u^dx^  +  '(A%dx^  +  u^dx^  ==  0, 
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Es  verhalt  sicli  abo: 
Wi :  Ujj :  M5  «  (oc^dx^  —  (x^dx^) :  {x^dx^  —  x^dx^) :  (x^dx^  —  x^dx^) 
und  wegen  (1)  ist  daher: 

far  jeden  Punkt  der  Geraden  (3).  Die  linke  Seite  dieser 
Oleichung  kann  sich  daher  nur  um  einen  konstanten  Faktor 
l  Ton  Ux  unterscheiden.    Die  resultierende  Gleichung: 

(4a)  «*!«*+ Wä**+<*5^=  A-w« 

maJB  identisch  fiir  alle  Punkte  (x^,  x^,  x^)  der  Ebene  gelten^ 
sie  zerfallt  abo  in  die  3  Gleichui^en: 


(5) 


die  wir  in  der  vorigen  Nummer  auf  weniger  einfache  Weise 
fanden.    Aus  ihnen  folgt  wie  dort  für  X  die  kubische  Gleichui^: 


(6) 


F{X) 


»1  —  *^  61        f  (h 


Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall^  dafe  diese  lauter  einfache 
Wurzeln  besitzt^  die  wieder  X^y  X^,  i^  heiben  soUen.  Ihnen 
entsprechen  drei  verschiedene  Grade  Uar  =  0,  v«==0,  i/Ox^Oy  wo: 

Ux  -=  u^x^  +  iH^  +  ^s^s; 
Wx^  WiXi  +  w^x^  +  w^x^. 


Soll  nun 


(7) 


f=ulviwl==iiomi. 


das   allgemeine   Integral   sein,    so    darf  erstlich   f  nach    der 
Bedeutung  der  homogenen  Yariabelen  nur  von  den  Verhältnissen 
der  X  abhangen.     Es   ist  abo   eine  Form  nullter  Dimension. 
Dies  giebt: 
(8)  «  +  ^  +  y  =  0, 
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und  nadi  dem  Enlersclieii  Satze  (Nr.  90)  ist  zugleich: 

Andererseits  mub 

(8b)  df - grfx,  +  l{^dx,  +  §^dx,-  0 

Termoge  der  Differentialgleichung  (1)  erfEQlt  sein.     Die  drei 
Gleichungen  (1),  (8a),  (8b)  zusammengenommen  ergeben: 

(8c)  „.g  +  5.g  +  e,g==0. 

Setzt  man  f&r  f  seinen  Ausdruck  aus  (7)  ein,  so  folgt: 

^(t«ia,+  Wä6«+  «8<^)  +  ^(t?ia,+  t?86,+  f?3C,) 

+  ^(t<?ia*+  i^2hx+  w^sAr)  —  0. 
Diese  Bedingung  reduziert  sich  wegen  (4a)  auf: 

oder: 

(9)  l,a  +  X,ß  +  3i^r^0. 

Es  folgt  abo  aus  (8)  und  (9)  wie  oben: 

und  es  wird: 

(7)  /'=Mx^"'^t;,^""^*Wx^*""^  =  conBt. 

das  vollständige  Integral  in  der  homogenen  Form.     Die  durch 
(7)  dargestellten  Kurren  heifsen  „TT-kurven". 

y^in  bedeutender  Wert  der  homogenen  Darstellung  auch 
far  das  Integrationsproblem  algebraischer  Differentialgleichungen 
liegt,  abgesehen  Ton  der  Symmetrie  der  Darstellung,  sowie 
von  der  hier  unmittelbar  ersichtlichen  Dualität  des  ProblemeS; 
in  dem  Umstände,  dals  Resultate,  bei  denen  die  unendlich 
ferne  Gerade  ausgezeichnet  ist,  sich  ohne  weiteres  auch  über- 
tragen lassen  auf  Gleichungen,  in  denen  eine  endliche  Gerade 
dieselbe  Bolle  spielt;  so  ist  die  oben  behandelte  Differential- 
gleichung 

N{xdy  —  ydx)  —  Ldy  +  Mdx  =  0 
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im  wesentlichen  identisch  mit  der  Qleichung 
-  Ldy  +  Mdx  =  0, 

wenn  L,  Mj  N  lineare  Funktionen  sind,  nur  dafs  bei  der 
letzteren  die  unendlich  ferne  Gerade  (oder  die  Gerade  x^  =  0) 
ein  partikulares  Integral  ist,  während  bei  der  ersteren  an  die 
Stelle  derselben  eine  andere  Gerade  tritt. 

Man  erkennt  dies  am  einfachsten,  wenn  man  —  zunächst 
Yon  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  mit  ihrem  Integral  (7) 
ausgehend  —  die  Geraden 

Ux=0,       v«=0,      i/üx=0 
ab  Seiten  des  Eoordinatendreiecks  wählt,  was  sich  durch  eine 
lineare  Transformation  immer  erreichen  lälst.     Nennen  wir  die 
neuen  Koordinaten  wieder  x^,  x^,  x^,  so  gehen  Ux,  v^,  w^  über 
in  ax^j  hx^y  cx^.    Das  allgemeine  Integral  wird  daher: 

x^^— ^  X2^~  ^  x^^"  ^=  const. 

Durch  logarithmische  Differentiation  erhält  man  die  zugehörige 
Differentialgleichung 

X^Xj^x^dx^—x^dx^)  +  X^^ix^dx^  -  x^dx^  +  X^x^{x^dx^  -  iC^dirJ^O. 
Die  Eoeffilzienten  ax,  hx,  Cx  in  (1)  reduzieren  sich  also  auf: 

Kehren  wir  also  durch  die  Substitution: 

x  =  %     y  =  ^ 

wieder  zu  den  inhomogenen  Koordinaten  x,  y  zurück,  so  wird 
nach  den  Rechnungen  dieser  Nummer: 

(la)  aydx  +  ßxdy  =  0 

die  Differentialgleichung  und 

a?«y/^=  const. 
die  Integralgleichung.  In  dieser  einfachen  Form  hatten  wir 
die  in  Nr.  695  behandelte  Differentialgleichung  durch  die 
Gleichung  (1)  jener  Nummer  integriert.  Nur  steht  dort  6,  rj 
statt  X,  y;  g,  g^  für  a,  ß.  Dem  Integrale  Xq  =  0  der  homogenen 
Gleichung  entspricht  aber  jetzt  in  der  That  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  der  Gleichung  (la). 

Serret,  Dift-o.  Integral -Beohnnng.  UL  8.  Aufl.  6 
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§  5.    Die  Inflnitesimale  Transformatioii. 

708.   Begriff  der   inflnitesimalen  Transformation«     Der 

Erfolg^  den  die  bisher  vorgetragenen  Integrationsmethoden 
in  den  einzelnen  Fällen  gehabt  haben,  wird  versi&idlich 
dnrch  Hinznziehnng  des  modernen  Begriffes  der  infinüesimalen 
Tremsformation.  Dieser  giebt  gleichzeitig  eine  Einsicht  in  den 
Charakter  der  bisher  behandelten  Differentialgleichungen.  Wir 
beginnen  damit,  einige  Eunstansdrücke  zn  erklaren  nnd  gehen 
ans  Yon  zwei  Gleichungen  der  Form: 

^  ^  \yi=y  +  H^,y)'t+'" 

wo  die  rechten  Seiten  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  nnd  inner- 
halb eines  gewissen  Bereiches  für  x  nnd  y,  indem  sich  allein 
die  folgenden  Betrachtungen  bew^en,  reguläre  analytische 
Funktionen  seien  mögen.  Jedem  Werte  des  „PcMrameters^^  t 
entspricht  dann  eine  bestimmte  y^TrcmsforrncMon^^  des  Punktes 
{x^  y)  in  einen  anderen  (x^j  y^). 

Bricht  man  die  Entwickelui^en  der  rechten  Seiten  hinter 
den  ersten  Potenzen  von  t  ab  und  schreibt 

dt  für  ty     dx  fQr  a?i  —  x,     dy  &br  y^  —  y, 
so  definieren  die  entstehenden  Gleichungen: 

(dx=^(p(x,y)'dt 
^  ^  Uy=^f(x,y)'dt 

eine  infinitesimale  Tremsformation,  Sind  die  Werte  von  dt 
nur  klein,  so  stellen  näherungsweise  die  zugehörigen  dx,  dy 
die  wirklichen  Zunahmen 

dar,  die  für  den  Parameler  dt  aus  (1)  sich  ergeben.  Man  sagt 
daher,  wie  dies  in  ähnlichem  Sinne  schon  früher  geschah,  die 
infinitesimale  Transformation  bewirke  „eine  unendlich  kleine 
Verschiebung"  des  Punktes  (o?,  y)  in  den  „unendlich  benach- 
barten" Punkt 

(x  +  dx,    y  +  dy). 

Bestimmt  ist  also  die  infinitesimale  Transformation  durch  die 
beiden    Funktionen    (p    und   ^,    die    gewissermafsen    die   Ge- 
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schwindigkeitskomponenten  der  Yerschiebiiiig  angeben.  Wir 
bezeichnen  daher  die  infinitesimale  Transformation  (2)  anoh 
kurz  durch  das  Symbol  [(p,  ^].    Der  Qnotient 

Sx       <p(x,  y) 

bestimmt  die  Bichtong  der  unendlich  kleinen  Verschiebung 
imd  heilst  daher  kurz  die  Richtung  der  infinitesimalen  Trans- 
formation. 

Im  Gegensatze  zur  infinitesimalen  Transformation  be- 
stimmen die  Gleichmigen  bei  gegebenem  t  eine  ;y  endliche 
Transformation^'. 

Ist  F{Xy  y)  irgend  eine  in  der  Umgebung  der  gerade 
filierten  Stelle  {x^  y)  reguläre  analytische  Funktion,  so  entspricht 
der  Beihenentwickelung  (1)  eine  solche  fOr 

nämlich: 

(3)  jf;=>  +  -F'.^  +  .... 

Der  Koeffizient  JP'  von  t  wird  dabei  nach  bekannten  Regeln: 

(3a)  F'^^^^{x,y)  +  ^i,{x,y), 

er  zeigt  die  Wirkung,  die  die  infinitesimale  Transformation 
auf  die  Funktion  F  ausübt.  Denn  bricht  man  die  Reihen- 
entwickelung (3)  bei  den  ersten  Potenzen  ab  und  schreibt  wie 
vorher  8t  fQr  t,  8F  fOr  Ji—  jP,  so  wird: 

(4)  *i^==J'-*<  =  (9(a:,y)g  +  ^(^,y)|D*^ 

die  y^unendlich  kleine  Änderung^  die  F  bei  der  infinitesimalen 
Transformation  erfahrt. 

704.  InvarianB  gegenüber  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation.   Eine  Gleichung 

F{x,y)^0 
„gestattä"  eine  Transformation  (1),  oder  sie  bleibt  ihr  gegen- 
über „mvariant^',  wenn  für  alle  Punkte  (x,  y),  für  die 

F(x,y)==0 
ist^  auch 

6* 
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ist;  falls  x^  und  y^   dnrcli  eine  Transformation  der  Form  (1) 
mit  X  und  y  verknüpft  sind.     Man  definiert  weiter: 
Eine  Gleichung 

F{x,y)=^Q 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation,  wenn  for  jedes 
Wertsystem  {Xy  y),  das  ihr  genügt,  SF  verschwindet.  Hieraus 
folgt  nach  (4)  der  Satz: 

Die  Gleichimg 

F(x,y)  =  0 

gestattet  dann  w%d  nur  dann  die  infinitesimale  Transformation 
[%  ^],  wenn  für  jedes  Wertsystem  (x,  y),  das  ihr  genügt,  amh 

(5)  ^{^y  y)'  if +^(^^  y)'  ä^ = 0 

ist. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form: 

dF 
dx~'  q>  '~       dF' 

so  erkennt  man  ihre  geometrische  Bedeutung. 

Eine  Kurve  F=0  geht  bei  einer  unendlich  kleinen  Ver- 
schiebung dann  und  nur  dann  in  sich  über,  wenn  in  jedem 
ihrer   Punkte   die   Richtung  -^   dieser   Verschiebung    in    die 

dF 

dx 

dy 
der  Tangente  föllt. 
Eine  Kmvenscha/r 

F(x,y)  =  C 

kann  bei  eiuer  infinitesimalen  Transformation  entweder  in  der 
Weise  invariant  bleiben,  dals  jede  einzelne  Kurve  in  sich  sdbst 
verschoben  wird,  oder  so,  dafs  jede  Kurve  der  Schar  in  eine 
andere  (unendlich  benachbarte)  der  Schar  übergeführt  wird. 
Im  ersten  Falle  muTs  die  oben  gefundene  Gleichung  (5) 

,       s    dF  ,    ,  .       .    dF      ^ 

'p(^yy)'d^+'i'(p^^y)'d^  =  ^ 
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for  jedes  Wertepaar  gelten,  för  welches 

ist.  Da  aber  G  selbst  willkürlich  und  in  (5)  nicht  enthalten 
ist,  rnnfs  diese  Gleichung  identisch  bestehen.  Im  zweiten  Falle 
ändert  G  bei  der  infinitesimalen  Transformation  seinen  Wert 
Es  möge  sich  um  c-dt  yermehren,  wenn  x  und  y  sich  um 
die  in  (2)  aufgeschriebenen  Gfroüsen  8x  und  8y  vermehren. 
Alßdami  vermehrt  sich  F  nach  (4)  um: 

Es  folgt  alsO;  dafs 

konstant  ist,  sobald 

F=-G 

konstant  ist.    Also  mols 

(6)  y.g+^||=,y[J'(^,y)] 

eine  Funktion  von  F  sein.     Wir  sehen  also: 

Eine  Ki4rvenschar 

F(x,y)=^G 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  infinitesimale  Transformation 

eine  Funktion  von  F  allein  ist.  Je  nachdem  diese  Funktion 
identisch  rnUl  ist  oder  nicht,  geht  dabei  jede  Kurve  der  Schar 
in  sich  oder  eine  andere  über. 

705.  Anwendung  auf  Diflferentialgleiohungen.  Man  sagt, 
eine  Differentialgleichung  gestatte  eine  infinitesimale  Trans- 
fomiation,  wenn  die  Schar  ihrer  Integralkurven  sie  gestattet. 
Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  an,  die  Differentia^leichui^ 
sei  vom  ersten  Gfrade  in  y',  SoU  nun  jede  Integralkurve  in 
sich  übergehen,  so  mufs  die  Richtung,  welche  die  infinitesimale 
Transformation  jedem  Punkte  zuordnet,  zusammenfallen  mit 
der,  welche  die  Differentialgleichimg: 
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(7)  Pdx+Qdy=^0 

ihm  zuordnet;  d.  h.  es  mufs: 

dx       dx 

sein.  Die  IntegraUburen  von  (7)  bleiben  abo  dann  und  nur 
dann  bei  der  infinitesimalen  Transformation  [tp^  ^]  einzeln 
invariant,  wenn  die  Gleichung 

^ P 

9>""      Q 

identisch  besteht. 

SoU  d^egen  nnr  die  Schar  der  Integralkurven 

F{x,  y)  ==  const. 

als  solche  invariant  bleiben,  so  findet  das  Kriterium  (6)  An- 
wendung. 

706«  Geometrisohe  Bedeutung  des  Mulüplikators.  Ge- 
stattet eine  Differentialgleichung  eine  infinitesimale  Trans- 
formation, so  kennt  man  einen  Multiplikator  und  umgekehrt. 
Bezeichnet  man  nämlich  einen  integrierenden  Faktor  der 
Differentialgleichung 

Pdx  +  Qdy  =  0 
mit  fi,  so  ist: 

Mithin  besteht,  wenn  die  Differentialgleichung  die  infini- 
tesimale Transformation  gp,  ^  gestattet,  nach  Gleichung  (6) 
der  Nr.  704  die  Relation 

oder  ^(F) 


Nach  Nr.  690  folgt  hieraus,  dafs  auch  der  Quotient 

1 

Ptp  +  Q'^ 

integrierender  Faktor  ist,  und  sonach  ist  der  Satz  bewiesen: 
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Gestattet  die  Differentialgleichung 
Pdx  +Qdy  +  0 
die  infinitesimale  Transformation  [q)y  tl/\,  so  ist  der  Ausdruck 

P(p  +  Qt 

ein  integrierender  Divisor  der  li^fferentialgleichung. 
Dieser  Satz  ist  aucli  nmkelirbar:  ^ 

Ist  ein  Multvpltkatcr  fi  der  DifferenHalgleichung  hekamd, 
und  bestimmt  man  swei  Funktionen  (p  und  ^  so,  dafs 

wird,  so  gestattet  die  Differentialgleichung  die  infinilesimale 
Transformation  [y,  ^]. 
In  der  That  wird: 

1  =  liPff  +  [iQt  =  ff^  +  i^'^' 

Es  findet  abo  das  Eriterinm  der  Gleichung  (6)  in  Nr.  704 
Anwendung,  indem  g>(F)  sich  auf  1  reduziert. 

Da  alle  integrierenden  Faktoren  einer  Differentialgleichung 
durch  [10  (^F)  darstellbar  sind,  wenn  (i  einen  Multiplikator 
und  F  die  Integralfanktion  bedeutet,  so  sind  auch  alle  infini- 
tesimalen Transformationen,  welche  eine  Differentialgleichung 
gestattet,  in  der  Relation 


enthalten. 

Schreibt  man  die  Bedingung  dafür,  dafs 

P(p  +  Qf 
ein  integrierender  Divisor  von 

Pdx  +  Qdy  =  0 
ist,  auf: 

80  hat  man  ein  analytisches  Kriterium  dafrir,  dafs  eine  gegebene 
Differentialgleichung 

Pdx  +  Qdy  =  0 

die  infinitesimale  Transformation  [tp,  ^]  gestattet. 
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707.   Beispiele.     1.  Die  homogene  Gleichung 

dx  ^  f\x) 

ist  80  beschaffen,  dals  alle  Punkte  der  Ebene,  in  denen  ^ 
denselben  Wert  bat,  anf  Geraden  liegen,  welche  vom  Eoordi- 
natenanfangspnnkte  ausgehen.  Daraus  folgt,  dab  die  Diffe- 
rentialgleichnng  eine  Ähnlichkeitstransformation  sogar  bei 
endlicher  Verschiebung  zula&t,  deren  Gentrum  der  Eoordinaten- 
anfangspunkt  ist.    In  der  That,  setzt  man 

so  behalt  die  Differentialgleichung  ungeändert  ihre  Form. 
Mithin  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 

und  folglich  ist 


<)• 


integrierender  Faktor. 

2.  ParaUelikfurven.  Eine  Differentialgleichung  sei  so  ge- 
artet, dab  ihr  vollständiges  Integralsjstem  ein  ParaUelkurven- 
System  bildet,  d.  h.  tnLgt  man  auf  den  Normalen  einer  Integral- 
kurve  beliebige  aber  konstante  Strecken  ab,  so  bilden  die 
Endpunkte  dieser  Strecken  eine  Parallelkurve,  welche  gleich- 
falls der  Differentialgleichung  genügen  muls.  Die  Kosinus 
der  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den  Achsen  bildet, 
sind,  wenn 

F{Xj  y)  =  const. 

die  Oleichung  einer  Kurve  darstellt: 


dF  dF 


dx                           ^                  dy 
cos  a  ==  — ,  . }     cos  p — 


Trägt  man  nun  auf  der  Normalen  eine  konstante  Strecke  i 
ab,  so  gehen  die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  x,  y  über  in: 
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dF 


dF 

■dF\»,  /dF\» 


vm^ 


Die  infinitesimale  Transformation  ist  demnacli: 

dF 

dx 

ffl  =s  »  lö  == 


dF  dF 

und  also  ,-^ 

ein  integrierender  Faktor.    Weil  aber 

■D      dF         n      ^^ 

ist,  so  folgt 

Weifs  man  ako^  dafis  eine  Differentialgleiclinng 
Pdx  +  Qdy  =  0 
ein  System  von  Parallelkarven  definiert^  so  ist 

1 


integrierender  Faktor.     Es  ist  leicht^  anch  die  Umkehr  dieses 
Satzes  zn  beweisen. 

3.  BotaHon.  Läfst  man  die  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  um  0 
rotieren,  indem  man  diese  nm  den  Winkel  t  dreht,  so  gehen 
X  und  y  über  in: 

a?!  ==  a?  cos  <  —  y  sin  <,     y^  =  x  %mt  +  y  cos  t 

Das  Verfahren  der  Nr.  703  giebt  daher  für  die  infinitesimale 
BotaUon  die  Gleichnng: 

ix  =  '-  yit,    Sy  =  xSt. 
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Oestattet  daher  eine  DijBFerentialgleichüng 

Pdx  +  Qdy  =  0 
die  infinitesimale  Botation,  so  ist 

Fy^Qx 
ein  integrierender  Divisor.     Diese  Bemerkung  fQhrt  z.  B.  zur 
Integration  der  DüBFerentialgleichungen^  welche  die  Erümmnngs- 
linien  oder  Hanpttangentenknryen   einer   Rotationsfläche    be- 
stimmen. 

708.    Die   projektiven   Transformationen   der   Geraden. 

Wir  bezeichnen  die  Pnnkte  einer  Geraden  durch  ihren  Abstand  y 
von  einem  Nullpunkte  0  auf  der  Geraden.  Man  sagt^  ein 
bestimmter  Punkt  y^  der  Geraden  werde  in  einen  anderen 
Punkt  y  derselben  durch  eine  projektive  Transformation  über- 
gefOhrt,  wenn  y  eine  rationale  Funktion  ersten  Grades  von  j^q 
ist.  Eine  projektive  Transformation  der  Geraden  ist  also 
definiert  durch  eine  Gleichung  der  Form: 

^^^  ^    hyo  +  h' 

die  Eonstanten  a,  b  heifsen  die  Parameter  der  Transformation. 
Im  besonderen  entspricht  den  Werten 

ai=l>    00=0^    &i  =  0,    bo=l 
die  identisdie  TransformaMon 

welche  den  Punkt  in  Ruhe  lalst. 

Die  rechte  Seite  von  (1)  hängt  nur  von  den  drei  Ver- 
hältnissen ab:  , 

??L,      %     \.. 

K       \       h 

Es  giebt  also  oo^  projektive  Transformationen  der  Geraden. 
Lösen  wir  die  Gleichimg  (1)  nach  y^  auf^  so  erhalten  wir  die 
„inverse  Transformation'^,  welche  den  Punkt  y  wieder  in  den 
Punkt  y^  überfahrt.    Sie  hat  die  Form: 

sie  ist  also  wieder  projäctiv.  Die  Ay  B  lassen  sich  aus  den 
a  und  h  leicht  berechnen. 
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Wir  denken  uns  jetzt  die  a  und  b  als  Funktionen  eine« 
einzigen  Parameters  x  gegeben,  dann  werden  auch  die  Ä  nnd  B 
bekannte  Funktionen  von  x.  Wir  greifen  so  aus  der  Gesami- 
beit  aller  oo^  projektiven  Transformationen  eine  einfach  un- 
endliche  Schar  heraus.    Wir  nehmen  an,  dab  fllr  x^O: 

«1=1,     «0  =  0,    fci  =  0,    &o=l 

wird.  Dann  erhalt  die  Schar  die  identische  Transformation; 
t^T  x  =  0  wird  y  =  ffQ.  Betrachten  wir  y^  als  konstant,  so 
wird  y  eine  Funktion  von  x.  Wir  fragen  jetzt  nach  derjenigen 
Differentialgleidiung,  deren  vcMstimdige  Lösung  y  ist,  wobei  y^ 
als  Integrationskonstante  fungiert.  Wir  erhalten  aus  (2)  durch 
Differentiation: 

WO  die  Accente  Ableitungen  nach  x  bedeuten«  Vereinigen  wir 
hier  die  gleichen  Potenzen  von  y  und  y',  so  erhalt  die  Diffe- 
rentialgleichung die  Form: 

(3)  §|  +  Zo.y«+X,y+X,  =  0, 

WO  die  X  Funktionen  von  x  sind,  die  sich  sehr  einfach  aus 
den  Ä  und  B  berechnen.  Die  Oleichung  (3)  ist  aber  (Nr.  697) 
die  allgemeine  Biccatische. 

Ist  umgekehrt  irgend  eine  Differentialgleichung  der  Form  (8) 
gegeben,  so  ist  nach  Nr.  697  das  Doppelverhältnis  von  irgend 
4  Lösungen  y,  y^,  y^,  y^  konstant: 

Nehmen  wir  an,  dals  die  Koeffizienten  X  und  die  Lösungen  y 
um  a;  =  0  regulär  sind,  und  bezeichnen  mit  ^0,  y^^,  y^^,  y^ 
ihre  zu  x=^0  gehörigen  Anfangswerte,  so  folgt: 

y-Vi  'yi-yi     yo-y/'y/-y/ 

Daraus  ergiebt  sich  fär  y  eine  Gleichung  der  Form: 

wo  die  a,  h  feste  Funktionen  von  x,  y^  die  der  vollständigen 
Lösung  entsprechende  Anfangskonstante   ist.     Also  entspricht 
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auch  umgekehrt  der  aUgemeinen  Riccatischen  Gleichang  eine 
Lösung  der  Form  (1).     Wir  fassen  zusammen: 

Satz  L  Die  allgemeine  Biccatische  Gleichung  ist  dadtirch 
charakterisiert,  dafs  die  voUständige  Lösimg  mit  ihrer  Anfangs- 
konstanten  durch  eine  projektive  Transformation  verbunden  ist. 
Die  unahhimgige  Veränderliche  der  Differentialgleichung  erscheint 
in  der  Transformation  als  Parameter. 

Um  eine  Anwendung  von  diesem  Satze  zu  machen^  be- 
trachten wir  den  Spezialfall,  dab  in  der  projektiven  Trans- 
formation (1)  der  Nenner  sich  auf  1  reduziert.  Man  nennt 
die  entstehende  Transformation: 

(1')  y  =  öiyo+«ö 

eine  lineare.     Alsdann  ist  auch  die  inverse  Transformation: 

(2')  y^=Ä,y  +  Ä, 

linear^  man  kann  also  in  (2) 

setzen. 

Alsdann  wird  aber  in  der  Differentialgleichung  (3) 

sie  wird  also  eine  lineare  (675): 

(3')  ff+Z,y  +  Z,  =  0. 

umgekehrt  ist  nach  Nr.  675  filr  die  Lösungen  jeder 
linearen  Gleichung  das  Verhältnis: 

?^^l^  =  const. 

Man  schliefst  hieraus^  wie  oben^  dafs  y  mit  seiner  Anfangs- 
konstanten y^  durch  eine  lineare  Transformation  der  Form  (1') 
verbunden  ist.     Also  folgt: 

Satz  IL  Die  lineare  Differmtidlgleichung  ist  dadurch 
charakterisiert,  dafs  die  vollständige  Lösung  mit  ihrer  Anfangs- 
konstanten  durch  eine  lineare  Transformation  verbunden  ist.  Die 
unabhängige  Veränderliche  der  Differentialgleichung  erscheint  in 
der  Transformation  als  Farameter. 
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Wir  fragen  schlielslicli  nach  der  Form  der  infinitesimalen 
projektiven  Transformation  und  bilden  sie  nach  derselben 
Methode  hier  bei  den  Transformationen  der  Geraden,  wie  in 
Nr  703  bei  den  Transformationen  der  Ebene.  Wir  gehen  ans 
von  einer  „endlichen"  projektiven  Transformation: 

welche  den  Punkt  y  in  den  Punkt  y^  überführt.  Für  die 
a  und  b  setzen  wir  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  t  fort- 
schreiten und  sich  für  ^  =  0  auf  die  Parameterwerte  der 
identischen  Transformation  reduzieren: 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  (4)  ein  und  entwickeln  die 
rechte  Seite  wieder  nach  Potenzen  von  t,  so  kommt: 

yi=ff^f$^^^  =  y+(-Ay'+K-A)y+«o)-<+- 

Schreiben  wir  wieder  für  t,  dt,  für  yi,  y  +  Sy  und 
brechen  hinter  den  ersten  Potenzen  von  St  ab,  so  erhalten 
wir  die  infinitesimale  Transformation: 

(5)  dp  =  [-  ß,f  +  («1  -  ß,)y  +  a,]dt, 

welche  den  Punkt  y  auf  der  Geraden  um  das  unendlich  kleine 
Stück  Sy  verschiebt.  Diese  Gleichung  (5)  geht  aber  in  die 
Riccatische  (3)  über,  wenn  man  schreibt: 

/      X,  d,  X^,     Xi,   X,  \ 

Vfür  t,  *,    ß,,  -a^+ßo,  -ccj' 

Das  Wesentliche  an  dieser  Buchstabenänderung  ist  hier  nur, 
daifi  die  Eoefi&zienten  X  der  allgemeinen  Biccatischen  Glei- 
chung gleich  konstcmten,  von  t  bezw.  x  unabhängigen  Zahlen 
werden.  Alles  Übrige  bedeutet  nur  eine  unwesentliche  Änderung 
der  Schreibweise.     Wir  sehen  also: 

8<xti3  III.  Setzt  man  in  der  allgemeinen  Bieeatischen 
GleUJmng  die  Koeffizienten  X  konstant,  so  entsteht  die  Gleichung 
der  infinitesimalen  projäctiven  TransformaMon,  Dabei  erscheint 
die  unabhängige    Veränderliche  x   der  Differentialgleichung   in 
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der  TransformaUon  als  Parameter^  die  abhängige  Veränderliche 
der  Differentialgleidmng  als  die  Variabde,  auf  wdche  die  Trans- 
formation ausgeübt  wird. 

Ist  im  besonderen  die  projektive  Transformation  (4)^  von 
der  man  ausgeht;  eine  lineare,  so  wird 

6^=1,      6^  =  0 
und  daher 

mithin  auch  ^       ^ 

Hieraus  folgt  zu  Satz  III  der: 

ZusatB.  Im  besonderen  ist  die  lineare  Differentialgleidmng 
mit  konstanten  Koeffizienten  die  GReichung  der  infinitesimaien 
linearen  Transformation, 

709*  Die  projektiven  Transformationen  der  Ebene.  Be- 
ziehen wir  die  Punkte  einer  Ebene  in  bekannter  Weise  auf 
ein  System  rechtwinkliger  Koordinaten  Xj  y,  so  si^  man, 
ein  Punkt  (xq,  y^)  der  Ebene  werde  in  einen  anderen  Punkt 
(x,  y)  derselben  übergeführt  durch  eine  projektive  Trans- 
formation,  wenn  x  und  y  rationale  Funktionen  ersten  Gfrades 
von  X  und  y  mit  demselben  Nenner  sind.  Eine  projektive 
Transformation  der  Ebene  ist  also  definiert  durch  zwei  Olei- 
chungen  der  Form: 
(l)  ^^a^a^o+a^yo  +  a,^         ^^i^o  +  ^tyo  +  h 

Die  identische  Transformation 

oo  =  Xq,    y  =  yo 
entspricht  den  Werten  der  9  „Parameter": 

«1=1,  «8=0,  08=0, 

6i  =  0,        6,=  1,        63  =  0, 
q  =  0,        Cg  =  0,        Cg  =  1. 
Die  Transformation  hängt  nur  von  den  8  Verhältnissen 
dieser  9  Parameter  ab. 

Es  giebt  also  00^  projektive  Transformationen  der  Geraden. 
Lösen  wir  die  Gleichungen  (1)  nach  Xq  und  y^  auf,  so  entsteht 
die  inverse  Tramformation,  welche  den  Punkt  (x,  y)  wieder  in 
den  Punkt  (xq,  y^)  zurückführt.     Sie  hat  die  Form: 
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W  ^^'-'  G,x+C,y  +  C,'       ^0-  C,x  +  C,y  +  G,' 

ist  also  wieder  projektiv.  Die  Ä,  B,  C  berechnen  sich  leicht 
ans  den  a,  b,  c. 

Wir  denken  uns  jetzt  in  (1)  die  a^  &^  c  als  Funktionen 
eines  einzigen  Parameters  0  gegeben^  greifen  also  ans  allen 
00*  projektiven  Transformationen  eine  Schar  von  00^  heraus. 
Wir  nehmen  an^  dafs  die  a,  b,  c  durch  um  e  '^0  reguläre 
Potenzreihen  dargestellt  werden,  welche  fdr  £? »  0  die  Para- 
meterwerte der  identischen  Transformation  ergeben.  Denken 
wir  uns  x^  und  j^^  als  willkürliche  Eonstante,  so  werden  in  (1) 
X  und  y  Funktionen  von  z,  welche  sich  fttr  xr  ==  0  auf  x^ 
nnd  y^  reduzieren.  Wir  fragen  jetzt  nach  demjenigen  Diffe- 
rentialgleichungssysteme  mit  den  Unbekannten  Xy  y,  fOr  welches 
die  Gleichungen  (1)  das  vollständige  Integral  ergeben.  Dieses 
entsteht,  wenn  wir  die  Gleichungen  (2)  nach  0  differentiieren. 
Es  entstehen  dann  zwei  lineare  Gleichungen  fOr  ^  und  ^9 
welche,  nach  diesen  beiden  Grölsen  aufgelöst,  die  Form  erhalten: 

(3)  §f N.x  +  L,     g N.y  +  M. 

Dabei  sind  die  L,  M,  N  lineare  Funktionen  von  x  und  y: 
L=-l^x   +\y   +^3  , 
M^m^x+m^y  +  m^j 
JV=  n^x  +  n^y  +  n^ ; 

die  Koeffizienten  sind  Funktionen  von  z^  die  sich  in  leicht 
angebbarer  Weise  aus  den  A^  B,  C  und  ihren  Ableitungen 
zusammensetzen.  Die  Ausrechnung  möge  dem  Leser  über- 
lassen bleiben.  Die  Gleichungen  (3)  sind  aber  ein  Jacobisches 
System  (Nr.  701).    Wir  sehen  abo: 

Das  Jacobische  System  ist  dadurch  charakterisiert ,  dafs 
seine  vollständigen  Lösungen  x,  y  mit  ihren  Anfa/ngskonstaMen 
^o>  yo  ^'wrcÄ  eine  projektive  Transformation  verknüpft  sind.  Die 
unabhängige  Veränderliche  z  des  Systems  erscheint  dabei  als 
Parameter  der  Transformation. 

Zeigen  lälisit  sich  nämlich,  dais  auch  umgekehrt  jedes 
Jacobische  System,  dessen  Koeffizienten  irgend  welche  Funk- 
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tionen  von  z  sind^  durch  ein  Gleichungssystem  der  Form  (1) 
integriert  wird.  Besonders  einfach  erkennt  man  dies^  wenn 
man^  wie  in  Nr.  702,  homogene  Variabele  einführt,  die  über- 
haupt bei  projektiven  Betrachtungen  sehr  nützlich  sind.  Wir 
setzen  also  wieder: 

üu*  S/m  MM  OCm 

*  =  5'      y  =  ^5      ^0  =  5-.'      »0=^0- 

Alsdann  kann  man  die  zwei  Oleichungen  (1)  in  die  drei 
spalten: 

^1  =  »1 V  +  »2^2®  +  0^8  V> 

X^  =  61V  +  *2  V  +  ^8^8^ 
^8  "^^  ^1^1       •    ^^2     "t"  ^8*^8  f 

indem  man  den  auftretenden  willkürlichen  Proportionalitäts- 
faktor gleich  1   setzt.     Schreiben  wir  femer  zur  Abkürzung: 

h^i   +  k^2   "^  h^i   =  ^«  , 
nt^x^  +  m^x^  +  m^x^  =  m«,, 
vi^x^  +  »2^  +  n^x^  =  »ar  , 
80  erhält  das  Jacobische  System  (3)  die  Form: 

^8  •  "57  ~  ^1  *  ~J^  —  —  Waj  •  fl?i  +  ^aj  •  aij, 

Hierin  können  wir  über  x^  noch  willkürlich,  verfügen, 
weil  nur  die  Verhältnisse  der  x  bestimmt  sind.  Wir  wählen 
es  so,  dais 

dz  -^^ 
wird,  dann  folgt  aus  unserem  System,  dais  von  selbst 
dx^  __i       dx^  dx^ 

wird.  Dieses  ist  aber  ein  System  linearer,  homogener  DxjBfe- 
rentialgleichungen.  Nehmen  wir  an,  dafs  in  der  Umgebung 
von  ;ßf «  0  alle  Koeffizienten  in  Z^.,  m^.,  rix  sich  regulär  ver- 
halten, so  sind  nach  Kap.  5  die  allgemeinen  Integrale  Xi,  x^y  x^ 
lineare  homogene  Funktionen  ihrer  Anfangs  werte; 
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ÄJj  =  C^Xi     "T  0^X2    -T  C^X^  t 

WO  die  ay  h,  c  Funktionen  von  z  sind.  Oehen  wir  nun  wieder 
zur  nichthomogenen  Danitellung  über,  indem  wir  die  Olei- 
choügen  durcheinander  dividieren^  so  entsteht  gerade  das 
System  (1)^  hieraus  folgt  aber  die  Behauptung. 

Wir  fragen  schlieMich  noch  nach  der  infinitesimalen 
projektiven  Transformation  der  Ebene  und  ihrer  allgemeinen 
analytischen  Form.     Setzen  wir: 

and  üben  auf  den  Punkt  Xj  y  die  Transformation  (1)  aus^  so 

wird  aus  x 

Ci«+ciy  +  c,      i  +  (yi«+y,y+y.)  •*+■••     ^    ^  ■* 

Dabei  ist  zur  Abkürzimg  gesetzt: 

Z  =  o^a:  +  Ojy  +  Oj, 

Jlf-ftrr  +  Ay  +  A, 

N^y^x  +  y^y+Yt- 

Die  ff;  ^;  j'  sind  £onstante.  Die  infinitesimale  projektive 
Transformation  wird  also: 

Sx^{L  -N'X)'St 

imd  wir  sehen: 

Sind  die  Koefßgienten  des  Jacobischen  Systems  Jcmstcmt, 
so  definiert  dieses  die  infinitesimale  projektive  Transformation 
der  Ebene. 

Serret,  DUL-u.  Integral -Beolmiing.  HX  9.  Aufl.  7 
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Nach  einer  in  Nr.  701  bereits  gemachten  Bemerkung  rnnfe 
die  vollständige  Integralgleichung  der  Jacobischen  Gleichung 
in  eine  Identität  übergehen,  wenn  man  für  x  und  y  die  voll- 
ständigen Lösungen  des  zugehörigen  Jaco bischen  Systems  ein- 
setzt. Diese  stellen  aber  nach  den  Ausfahrungen  dieser 
Nummer  projektive  Transformationen,  jene  aber  nach  Nr.  702 
die  sogenannten   W-hurven  dar.     Wir  sehen  also: 

Die  W'hurven  sind  dadurch  charakterisiert,  dafs  sie  bei 
projektiven  Transformationen  in  sich  übergehen, 

§  6.    Differentialgleichnngen^  die  auf  Berührnngs- 
transformationen  l>asieren. 

710.  Einige  einfache  integrabele  Fälle.  Während  wir 
bisher  nur  solche  Gleichungen  betrachteten,  iu  denen  der 
Differentialquotient  iu  erster  Potenz  enthalten  ist,  die  also 
nach  demselben  aufgelöst  siud,  wollen  wir  nun  einige  FäUe 
behandeln,  in  denen  man  das  gesuchte  Integral  finden  kann, 
wiewohl  die  Differentialgleichung 

nicht  iu  Bezug  auf  -~  linear  ist.  Wir  behandeln  zunächst 
die  hierher  gehörigen  Integrationsmethoden  reiu  formal,  damit 
der  Leser  den  JElechenmechanismus  kennen  lernt.  Erst  später 
führen  wir  den  Begriff  der  Berührungstransformation  an  einem 
Beispiele  ein  und  zeigen,  dafs  er  uns  den  Grund  erkennen 
läfst,  warum  wir  bei  den  Beispielen  dieses  Paragraphen  mit 
der  auseinandergesetzten  Methode  zum  Ziele  kommen.  Damit 
ist  dann  die  Überschrift  dieses  Paragraphen  nachträglich 
gerechtfertigt.  VorKufig  wollen  wir  nur  bemerken,  dafs  das 
Wesentliche  im  folgenden  immer  das  ist,  dafs  y'  als  eine 
neue,  selbständige  Veränderliche  betrachtet  wird.  Wir  beginnen 
damit,  eiuige  einfache  Fälle  von  integrabelen  Differential- 
gleichungen aufzuzählen. 

1.  Wenn  die  Gleichung  die  Variabelen  x  und  y  nicht 
enthält,  also  von  der  Form  ist: 
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80  drückt  sie  aus^  dafs 

dx 

\&i,  wobei  a   einen   konstanten  Wert  bedeutet^   der   zugleich 
eine  Wurzel  der  Gleichung 

F{a)  =  0 
ist.    Die  Integration  ergiebt: 

y  =  aa?  +  C, 
wobei  G  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.     Hieraus  folgt 

y-C 

und  folglich  ist 


^(^-0 


die  vollständige  Integralgleichung. 

2.   Enthalt  die  gegebene  Gleichung  die  Yariabele  y  nichts 

so  erfordert  die  Integration  nur  Quadraturen,  sobald  man  die 

Gleichung  nach  ^  aufgelöst  hat.     Kann  man  diese  Auflösung 

nicht  ausfahren,  dagegen  die  Gleichung  nach  x  auflösen,  so 

laist   sich   die   Aufgabe   gleichfalls    auf  Quadraturen   bringen. 

Denn  setzt  man 

dy 

also 

dy  ^  pdXy 

und  nimmt  man  an,  dafs  die  Gleichimg  nach  x  aufgelöst  die 
Form  hat: 

so  ist 

dx=-f{p)dp, 

dy=pf{jp)dp. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Variabelen  y  imd  p  getrennt; 


es  wird 


y-=fpf'0?)dp+a 


Man  hat  demnach  zwei  Gleichungen,  welche  die  Werte 
von  X  und  y  als  Funktionen  von  p  ausdrücken.  Kann  man 
nun  p   zwischen   diesen  Gleichungen   eliminieren,   so   ist   das 

7* 
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Integral  dnrcli  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x,  y  und  C 
definiert. 

3.  Enthält  die  gegebene  Gleichung  die  Yariabele  x  nicht, 
und  kann  man  sie  nach  y  auflösen,  so  erhalt  man  das  Integral 
ebenfEkUs  durch  das  nämliche  Verfahren.    Denn  setzt  man 


dy 


so  ist: 

also 

demnach 

und  dies  ergiebt: 


dy'-f'(^)dp, 

Auch  hier  ist  das  gesuchte  Integral  durch  zwei  Glei- 
chungen zwischen  x,  y,  C  und  der  Yariabelen  p  ausgedrückt, 
die  schlielslich  noch  zu  eliminieren  ist,  um  die  eine  Integral- 
gleichung zu  gewinnen. 

4.  Der  zuletzt  behandelte  Fall  ist  enthalten  unter  den- 
jenigen, bei  welchen  die  vorgelegte  Differentialgleichung  nach 
der  einen  Yariabelen  y  aufgelöst  werden  kann.  Wir  betrachten 
allgemein  die  Gleichung: 

(1)  y  =  f(^,  1>); 

wobei  p  wie  früher  die  Ableitung  ^  bedeutet;  durch  Differen- 
tiation erhält  man: 

W  ^  ^  FS  +  5^  5^' 

und  dies  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 
X  und  p.    £[ann  man  die  Integralgleichung  derselben 

(3)  *(a;,i>,C)  =  0 

bestinmien,   so  ergiebt   die  Elimination   von  p   zwischen    den 
Gleichungen  (1)  und  (3)  eine  Gleichung: 

(4)  F{x,y,C)^0, 

welche  die  vollständige  Integnd^eichung  der   ursprünglichen 
Differentialgleichung  ist. 
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711.  Die  Olairaatsohe  GleiohTUig.  Glairant  hat  eine 
Differentialgleiclituig  betrachtet^  die  ab  spezieller  Fall  unter 
folgender  allgemeinen  Form  enthalten  ist: 


(1) 

Dabei  ist 


^       dx 


und  q)(p)  und  ^(p)  bezeichnen  gegebene  Funktionen  von  p. 
Wir  wenden  nun  auf  die  allgemeine  Gleichung  (1)  das  Ver- 
fahren an,  welches  im  vorigen  Paragraphen  angegeben  wurde; 
die  Differentiation  ergiebt: 

(2)  P-9iP)  +  [.^9'(p)  +  i/(j?y]^ 

oder: 


(3) 


dx  q>'{p) 

dp"^  <p(p)-p 


x  + 


^{p) 


(p(p)'-p 


=  0. 


Betrachten  wir  nun  x  als  Funktion  der  unabhängigen 
Yariabelen  Pj  so  ist  diese  Oleichung  eine  lineare,  und  ihre 
Lösmig  wird  nach  Nr.  675:  • 


(4)     x  =  e  Po 


dp 


P   r  9'ip)  ^, 

^    J  9iP)-P^ 


-fe^ 


^ip) 


<p{p)-p 


^JP 


'-  Po 


Fig.  4. 


Sonach  erhalt  man  die  Integralgleichung  von  (1),   wenn 
man  p   zwischen    den   Glei- 
chungen (1)  und  (4)  eliminiert. 

Man  wird  bemerken,  dafs 
die   in   Nr.  669    betrachtete 

Differentialgleichung  die 
Form  (1)  hat.  Ihre  voll- 
ständige Lösung  war  durch 
eine  Schar  von  Kurven 
4*®'  Ordnung  gegeben.  Die 
hier  gelehrte  Methode  zeigt, 
daTs  X  und  y  rationale  Funk- 
tionen eines  Parameters,  näm- 
lich p,  werden;  denn  man  findet: 
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X' 


c-\p*  }^-kf* 


p*      '      "-       p       ' 

Die  Kurve  hat  3  Doppelpunkte,  die  den  8  Wurzeln  der 
Gleichung 

fOr  welche  -J^  und  ^  gleichzeitig  verschwinden,  entsprechen. 
Von  ihnen  ist  nur  einer  reell,  die  beiden  anderen  sind  imaginär. 
Alle  3  liegen  aber  auf  der  Kurve 

oder  , 

y x\ 

Diese  war  nach  Nr.  669  Ort  der  Spitzen.    Also  wird  der  reelle 
Doppelpunkt  jeder  Integralkurve  eine   Spitze  (vergl.  Fig.  4). 
Die  Glairautsche  Gleichung   selbst   entsteht  aus  (1)    in 
dem  Spezialfälle,  dals 

ist  Dieser  erfordert  eine  besondere  Behandlung,  weil  dann 
die  Gleichungen  (3)  und  (4)  illusorisch  werden.  Die  Glei- 
chung (1)  wird  alsdann: 

(5)  y=^px  +  if{p\ 

und  die  Gleichung  (2),  welche  man  durch  Differentiation  hier- 
aus gewinnt,  wird: 

(6)  [aJ+^'O)]dl>  =  0. 
Also  ist  die  neue  Differentialgleichung: 

(7)  di>  =  0; 
auGserdem  kann  aber  auch 

(8)  a;  +  i(.'(i,)  =  0 
gesetzt  werden.    Die  öleichtmg  (7)  ergiebt: 
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wobei  C  eine  willkürliche  Konstante  ist;  und  substitniert  man 
diesen  Wert  in  die  Gleichnng  (5),  so  folgt: 
(9)  y  =  Cx  +  tiO) 

als  YoUstandige  Losnng.  Betrachtet  man  aber  zweitens  die 
Gleichong  (8),  nnd  entnimmt  man  aus  ihr  den  Wert  p,  um 
ihn  in  die  Gleichung  (5)  zu  substituieren,  so  erhalt  man  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung,  die  keine  willkürliche  Eon- 
staate enthalt  und  die  ihre  singulare  Lösung  bildet  Dieses 
Ei^ebnis  stimmt  mit  der  allgemeinen  Theorie  der  singularen 
Lösungen,  die  wir  im  vorigen  Kapitel  entwickelt  haben,  über- 
ein.  Denn  die  Gleichung  (8)  ist  die  Ableitung  der  Differential- 
gleichung in  Bezug  auf  den  Differentialquotienten 

Die  Elimination  von  p  muJs  also  das  singulare  Litegral  liefern; 
auch  sieht  man,  dals  die  zur  Elimination  notwendige  Rechnung 
identisch  ist  mit  der  Elimination  von  C  zwischen  dem  voU- 
ständigen  Litegrale  und  seiner  Ableitung  nach  C. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Glairautschen  Gleichung 
ist  sehr  einfach. 

Die  Differentialgleichung  (5)  repräsentiert  eine  einfach 
unendliche  Schar  von  Geraden,  mit  dem  variabelen  Bichtungs- 
koefßzienten  p.  Jhre  Litegralkurven  sind  nun  einmal  alle  diese 
Geraden  selbst,  sie  stellen  die  partikularen  Litegrale  vor. 
Sodann  aber  liefert  auch  die  Einhüllende  dieser  Geraden  ein 
Integral  und  zwar  ein  singulares.  Es  wird  einfach  durch  die 
jenige  Kurve  repräsentiert,  deren  Tangenten  die  Geraden  der 
Schar  sind. 

An  diese  Bemerkungen  schlielsen  wir  jetzt  die  Einfiihrung 
der  Berührungstransformationen  an  und  betrachten  zunächst: 

712.  Die  Dualität  als  Berühmngatransformation.   Deuten 
wir   (x,  y)   als   rechtwinklige  Koordinaten   der   Punkte   einer 
Ebene  JS,  (u,  t;)  als  die  der  Punkte  einer  Ebene  E%   so  ver- 
mittelt die  Gleichung: 
(1)  ux  +  vy +1=^0 

eine  derartige  Beziehung  der  beiden  Ebenen,  dafs  jedem 
Punkte  der  Ebene  E  eine  Gerade  in  der  Ebene  E^  und  um- 
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gekehrt  entspricht.  Man  nennt  diese  durch  die  Gleichung  (1) 
gegebene  Beziehung  eine  IhKÜität. 

Den  Punkten  einer  Kurve  G  in  der  Ebene  E  entspricht 
eine  Schar  von  Geraden  in  der  Ebene  E',  die  eine  Kurve  C 
umhüllen.  Man  bezeichnet  C  als  das  Büd  der  Kurve  C.  Wir 
nehmen  an,  dafs  C  keine  Gerade  ist.  Die  analytische  Dar- 
stellung der  Kurve  C  gewinnt  man,  indem  man  aus  der 
Gleichung  der  Kurve  C: 

die  als  gegeben  zu  denken  ist,  den  Wert  von  y  in  (1)  einsetzt. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung  der  Geradenschar  in  der 
Ebene  E^,  die  die  gesuchte  Kurve  C  einhüllen.  Dabei  er- 
scheint X  als  der  Parameter  der  Schar.  Nach  Bd.  I  Nr.  210 
findet  man  aber  die  Einhüllende  durch  Differentiation  nach 
diesem  Parameter.     Versteht  man  daher  unter 

y'=/-'(«) 

die  Ableitung  von  y  nach  x,  so  bestimmen  die  Gleichungen: 

ux  +  vy  +  1  =  0 

w  +  t?y'  =  0 

u  und  V  als  Funktionen  des  Parameters  x  und  definieren  so 
die  Kurve  C".    Man  erhält: 

y' 
«*  =  :;^^7 — 

(2) 


V  = 


xy'—  y 
1 


xy'-y 


Die  Kurve  (7'  hat  natürlich  die  Geraden,  deren  Einhüllende 
sie  ist,  zu  Tangenten;  der  Bichtungskoeffizient  einer  Tai^ente 

ist  -^9  wofür  wir  kurz  t;'  schreiben.     Die  Geraden  der  Schar 
au 

aber  sind  durch  die  Gleichung  (1)  oder  durch: 

X              1 
V  ^ U ; 

y         y 

wo  x  als  Parameter  fungiert  und 
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za  setzen  ist^  gegeben.     Ihr  Bichtungskoeffizient  ist  also ; 

und  wir  haben  also: 

(8)  «■--!• 

Analytisch  bedeutet  dies:  Differentiiert  man  die  Gleichungen  (2) 
nach  X  und  berechnet  dann 

f dv  dv     du 

du       dx' dx 

durch  Division^  so  hebt  sich  das  rechter  Ebmd  vor  der  Division 
auftretende  y^^  heraus^  und  es  wird  der  Quotient  eine  Funktion 

von  x,y,  y'  allein,  nämlich  gleich In   der   That   giebt 

die  direkte  Ausrechnung: 

du  yy"  dv  xy" 


dx       (xy'-y)*        dx  (xy'  —  yy 

Die  Gleichungen  (2)  ergeben  zusammen  mit  der  Glei- 
chung (3)  eine  Transformation  der  Liniendemente  (x,  y,  y')  der 
Ebene  ^  in  die  Linienelemente  (t*,  v,  t;')  der  Ebene  E'  (vergl. 
Nr.  659).  Zwei  Kurven  C  und  C  sind  daher  durch  die 
Dualität  (1)  derart  aufeinander  bezogen,  dals  den  Linien- 
elementen (x,  yy  y')  der  Kurve  G  die  Linienelemente  (t*,  v,  «?') 
der  Kurve  C  und  umgekehrt  entsprechen.  Berühren  sich  zwei 
Kurven  C^  und  C^  der  Ebene  E  im  Punkte  M,  so  ist  das 
Linienelement  der  ersten  Kurve  mit  dem  der  zweiten  im 
Punkte  M  identisch.  Also  gilt  Gleiches  für  die  Bildkurven  C\ 
und  Cjj  der  Ebene  E\  Also  berühren  sich  auch  G\  xmd  C\, 
und  ihre   gemeinsame  Tangente  ist  die  Bildgerade  y'  von  M. 

Eine  Transformation  der  Linienelemente,  welche  zwei 
sich  berührende  Kurven  wieder  in  zwei  sich  berührende  über- 
führt, heifst  aber  eine  Berührungstransformation.  Wir  können 
daher  sagen: 

Die  Dtiaiität  ist  eine  Berührtmgstramformation, 

Bestimmt  wird  die  Dualität  durch  eine  einzige  Gleichung, 
nämlich  (1).  Diese  wird  daher  auch  ihre  aequatio  directrix 
genannt.  Beachtet  man,  daJjs  diese  sich  nicht  ändert,  wenn 
man  x  mit  u  und  y  mit  v  vertauscht,  so  erkennt  man,  dals 
die  Auflosung  der  Gleichung  (2)  und  (3)  nach  x,  y,  j/'  einfach 
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dadurch  erhalten  wird;  dals  man  x  mit  Uy  y  mit  Vy  ^  mit  v* 
vertauscht.    Es  transformieren  daher  die  3  Gleichungen: 


(4) 


a?« 


1 


!/  =  -- 


die  Linienelemente  von  E^  wieder  zurück  in  die  Ton  E. 

718.   Zweites  Beispiel  einer  Berührongstransformation. 

Im  Anschluls  an  die  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer 
w&de  es  keine  Schwierigkeiten  bieten^  die  allgemeine  Theorie 
der  Berührungstransformationen  entsprechend  durchzuführen. 
Bleibt  man  in  der  Ebene^  so  tritt  einfetch  an  Stelle  der  Glei- 
chung (1);  die  die  Dualität  definiert,  irgend  eine  andere  Glei- 
chung zwischen  Xy  y,  u,  v: 

£l(x,  y]  w,  t?)  =  0 
als  ;;aequatio  directrix^^. 

Wir  gehen  auf  die  allgemeine  Theorie  hier  nicht  ein, 
sondern  betrachten  nur  noch  ein  weiteres  einfaches  Beispiel; 
es  bedeutet  nur  eine  Modifikation  der  Dualität,  die  uns  aber 
bald  von  Nutzen  sein  wird.     In  der  Gleichung  (1)  der  Dualität: 

UX  +  vy  +  1  =  0 
führen  wir  nämlich  statt  u  und  v  die  Gröfsen  ein: 

(5)  ^==-v'     ^^^V 
Alsdann  wird  umgekehrt 

(5')  w  =  -%     v  =  ^ 

und  daher: 

(6)  --u^x  +  y  +  v^^O 

die  neue  „aequatio  directrix",  welche  den  Punkten  der  (x,  y) 
Ebene  wieder  Gerade  in  der  Ebene  (wj,  v^  zuordnet.  Die 
entsprechende  Beziehung  der  Linienelemente  dieser  beiden 
Ebenen  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  bisherigen  Glei- 
chungen (2)  bis  (5'),  wenn  man  noch 
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aus:  . 

»'1=  +  —^ 
mid  umgekehrt  v'  aus: 


t/=  +  . 


^i 


berechnet.    Es  entstehen  so  die  Gleichungen: 

(7)  t;i  =  a?j/-y 
und 

(8)  y^ihv\-v^ 

Aus  der  letzten  Gleichung  erkennt  man^  dals  den  Linien- 
elementen  der  Ehene  (u^,  v^),  deren  Punkte  auf  einer  Parallelen 
Ui  =»  const.  zur  t;^- Achse  liegen,  diejenigen  Linienelemente  der 
Ebene  (x,  y)  zugeordnet  werden,  deren  Geraden  einer  festen 
Sichtung  y  »=  const.  parallel  sind.  Die  in  dieser  Nummer  ein- 
gefahrte  Modifikation  der  Dualität  möge  im  folgenden  einfoich 
,,die  Berührungstransformation  D^^  genannt  werden. 

714«  Anwendung  auf  Differentialgleiohmigen.  Bereits  in 
Nr.  659  wurde  auseinandergesetzt,  wie  eine  Differentialgleichung 

aus  allen  <x>^  Linienelementen  {x,  y,  j/)  der  Ebene  eine  Schar 
Ton  00'  herausgreift.  Das  Litegrationsproblem  besteht  darin, 
diese  oo^  Linienelemente  zu  einer  Schar  von  <x>^  Litegralkurren 
zusammenzufassen,  längs  deren  jeder  wieder  oo^  Linienelemente 
aneinander  gereiht  sind.  Führen  wir  nun  auf  eine  Differential- 
gleichung die  duale  Berührungstransformation  —  oder  besser 
gleich  die  Transformation  D^  —  aus,  so  geht  diese  wieder  in 
eme  Differentialgleichung  über: 


(10) 

9>(«i»  «1»  «'i)  =  0. 

Ist 

(11) 

F(x,y,C)  =  0 
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die  Integralgleichung  von  (9),  so  kann  man  in  ihr  nach  (8) 
die  {Xy  y,  f/)  durch  (u^,  v^,  t;\)  ersetzen.  Das  Eliminations- 
resultat von  t/j  aus  dieser  Gleichung  und  (10)  liefert  dann  die 
Integralgleichung 

(12)  v,(u„  V,,  (7)  =  0 

von  (10). 

Kann  man  also  eine  der  Gleichungen  (9)  oder  (10)  durch 
Quadraturen  integrieren^  so  ist  dies  auch  bei  den  anderen 
möglich.  Im  besonderen  heben  wir  den  Typus  heraus^  daiüs  (9) 
in  Bezug  auf  x  und  y  linear  ist.  Die  Gleichungen  (8)  lehren, 
daCsi  dann  (10)  in  v^  und  t;'^  linear,  also  durch  Quadraturen 
nach  Nr.  675  integrierbar  ist.   In  diesem  Falle  hat  (9)  die  Form: 

(13)  y  =  «9'(y')  +  ^(y') 

der  Nr.  711,  und  die  Gleichung  (10)  wird: 

(14)  [u,  -  v(u,)1v\  -  t;,  -  ^(t*,)  «  0. 

In  der  That  haben  wir  in  Nr.  711  die  Gleichung  (13) 
durch  Quadraturen  integriert  und  auf  eine  lineare  Differential- 
gleichung zurückgeführt. 

Den  Grund  dafür  sehen  wir  jetzt  darin,  dafs  mr  jede 
Bifferentialgleichimg  integrieren  können,  die  wir  du/rck  eine  JBe- 
riiJmmgstrcmsformation  auf  einen  bereits  erledigten  FaU  eu/rüch- 
fuhren  können. 

Beispielsweise  wird  auch  die  allgemeinere  Gleichung: 

y  -  x(p(y*)  -  (xi/  -  y)«^(y') 

nach  derselben  Methode  auf  Quadraturen  zurückgeführt.  Die 
Berührungstransformation  D^  führt  sie  über  in  die  Gleichung: 

Wit/j  -  Vi  -  v\q>(ui)  -  V  •  ^(wi)  =  0, 

die  dem  in  Nr.  678  erledigten  Typus  angehört. 

Wir  brechen  hier  unsere  Betrachtungen  über  Berührungs- 
transformationen ab  und  geben  zum  Schlüsse  noch  einige 
Anwendungen  der  in  Nr.  710  ff.  auseinandergesetzten  Inte- 
grationsmeihoden  auf  geometrische  Probleme,  die  auf  Diffe- 
rentialgleichungen Ton  dem  hier  betrachteten  Typus  führen. 
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715.  Erste  Anwendung.    Zwei  Funkte  F  und  F'  mit  dem 

Abstände  2c  sind  gegeben;  man  soU  eine  Kurve  bestimmen,  so 
dafs  das  Produkt  der  Entfernungen 
dieser  beiden  Punkte  von  jeder  Tan- 
gente gleich  einer   geg^)enen   Gröfse 
V  ist. 

Die  Gerade  FF^  wählen  wir  zur 
a;-Ac}ise  und  legen  die  y-Achse 
senkrecht  dnrch  die  Mitte  0  der 
Strecke  2c.     Setzen  wir 

dx      ^' 

so  wird  die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  Punkt  x,  y  der 
gesachten  Kurve: 

Die  Entfernungen  FHy  F'H'  dieser  Tangente  von  den 
Punkten  F  und  F'  haben  die  Werte: 

yr+p  yr+p  ' 

also  wird  die  Gleichung  des  Problemes: 


oder,  wenn  man  a*=  c*±  &*  setzt 


=  ±&« 


y=px+  Ya^p^  ±  6*. 

Das    vollständige    Integral    dieser   Gleichung    wird    nach 

Nr.  711:  , 

y=Cx+ya^C^±b\ 

es  stellt  gerade  Linien  dar;  die  eigentliche  Lösung  des  geo- 
metrischen Problems  ist  aber  durch  das  singulare  Integral  der 
Differentialgleichung  gegeben;  für  welches 

a*C 


x  + 


oder 


x  =  — 


ya"(7«±5« 


wird;  trägt  man  diesen  Wert  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so 
erhalt  man: 
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und  die  Elimination  von  G  ergiebt: 

©±0-1. 

also  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  deren  Brennpunkte  F  und 
F  sind. 

716.  Zweite  Anwendung.  Es  sind  zwei  paraUde  Geraden 
imd  cmf  jeder  ein  fester  Pwnkt  gegeben;  man  soll  die  Kwrve 
bestimmen,  deren  Tangenten  auf  den  gegebenen  Parcdlden  Ab- 
schnitte, gerechnet  von  den  festen  Pwnkten  an,  bestimmen,  deren 
Produkt  gleich  einer  gegebenen  Gröfse  ist. 

Es  seien  AP,  AP^  die  gegebenen  Geraden,  A  und  A^ 
die  gegebenen  Punkte  auf  denselben  (Figur  in  Nr.  715);  zur 
rc-Achse  wählen  wir  die  Gerade  AA,  und  zur  y- Achse  eine 
Parallele  zu  den  Geraden  AP,  AP\  gelegt  durch  die  Mitte  0 
der  Strecke  AA.  Dieses  Koordinatensystem  braucht  also  kein 
rechtwinkliges  zu  sein.  Die  Tangente  der  gesuchten  Kurve 
hat  die  Gleichung: 

und  wenn  man  mit  2a  die  Entfernung  AA!  bezeichnet,  so 
erhalten  die  Strecken  AP,  AP^  zwischen  den  Punkten  A,  A 
und  der  Tangente  die  Werte: 

±:AP^y  —  px+  pa,    ±AP^  =  y  —px  —pa\ 

also  wird  die  Differentialgleichung  des  Problemes: 

{y  —  poof  —  a^p^  =  ±  6^ 
oder: 


y  =px  +  ya^p^  ±  6^. 

Man  erkennt,  dafs  dieses  die  nämliche  Gleichung  wie 
vorhin  ist;  die  eigentliche  Lösung  wird  hier  ebenso  das  singulare 
Intescral: 

—  +  ^=  1 

es  stellt   eine  Ellipse   oder  Hyperbel  dar,   die   auf  zwei  kon- 
jugierte Durchmesser  bezogen  ist. 
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Fig.  8. 


717.  Dritte  Anwendung.  Es  soU  die  Kurve  bestimmt 
werden,  für  welche  der  Abschnitt  ihrer  Tangente  zwischen  zwei 
rechttpinJdigen  Aßhsen  stets  einer  gegebenen 
Gröfse  gleich  ist. 

Es  seien  T  und  8  die  Punkte,  in 
denen  die  Tangente  der  gesuchten  Kurye 
die  gegebenen  Geraden  schneidet;  hat 
man  diese  zu  Koordinatenachsen  gewählt, 
80  ist  die  Gleichung  der  Taugente: 

und  es  wird: 

±OS^y'-px,    ±0T=- 

Also  wird  die  Differentialgleichung: 

(y-^pxy(l  +  ^)  =  a^ 


TA  X 


y-px 


oder: 
(1) 


y=px  + 


ap 


Wie  in  den  vorigen  beiden  Problemen  erhalt  man  das 
YoUständige  Integral,  indem  man  p  durch  eine  Eonstante  er- 
setzt, und  das  singulare,  welches  die  gesuchte  Kurve  liefert, 
wenn  man  p  aus  der  Differentialgleichung  und  ihrer  Ableitung 
nach  p,  nämlich 

(2)  0^X-\ y 

eliminiert.     Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt: 

a  ap^ 


(!+!>•)' 


(!+!>•)' 


Erhebt   man    diese   Gleichungen   auf  die   Potenz   j 
addiert  sie  dann,  so  bekommt  man  die  Gleichung: 


und 


X' 


+  y8=a». 


Dieselbe  stellt  eine  Epicykloide  dar,  welche  von  einem 
Kreise  mit  dem  Radius  —  erzeugt  wird,  der  im  Innern  des 
Kreises  mit  dem  Radius  a  rollt. 
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Dieses  Resultat  läfst  sich  auch  sehr  einfach  yermittelst 
geometrischer  Betrachtungen  ableiten.  Denn  konstruieren  wir 
über  OS  und  OT  das  Rechteck  OSKT,  ziehen  wir  femer  die 
Gerade  OK,  welche  ST  in  H  schneidet;  und  beschreiben  wir 
den  Kreis  AKB  um  den  Punkt  0  ab  Mittelpunkt  mit  dem 
Radius  a,  sowie  den  Kreis  0'  über  HK  als  Durchmesser^ 
welcher  die  Gerade  ST  noch  im  Punkte  M  schneidet,  so  ist 
der  Winkel  KHT  doppelt  so  grofs  wie  KOA  und  halb  so 
grofs  wie  KO^M]  dieser  letztere  ist  also  das  Vierfache  des 
Winkels  KOA\  andererseits  ist  der  Radius  O^K  der  vierte 
Teil  Yom  Radius  OK]  also  sind  die  beiden  Kreisbogen  KM 
und  KA  untereinander  gleich.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Ort 
des  Punktes  M  eine  Epicykloide  ist,  deren  Anfemgspunkt  A 
ist.  Wir  wissen  aber,  dals  MH  oder  iST  die  Tangente  an 
diese  Epicykloide  ist,  die  also  die  Einhüllende  der  beweglichen 
Geraden  ST  wird. 
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Differeiitialgleichimgeii  höherer  Ordnimg  und 
Systeme  Yon  Differeiitialgleichimgeii. 


§  !•  Systeme  yon  Differentialglelchangen  erster  Ordnung, 

718,  Definitionen.  Wir  betrachten  nnn  ein  System  von 
n DifPerentialgleichiingen  erster  Ordnung  zwischen  n+1  Yaria- 
belen  x,  y^,  y^,,.yn-^u  y»;  lÄmlich: 


Ä=-/i(^;yi,y»-..y«), 


(1) 


^==-fn{x,y^,y^.,,yn). 


Hat  man  ein  System  von  n  Funktionen  gefanden: 

welches  die  Gleichungen  (1)  identisch  befriedigt;  so  nennt 
man  dies  eine  Lösung.    Enthalt  diese  n  willkürliche  Eonstante 

die  sich  nicht  etwa  auf  weniger  als  n  reduzieren  —  was  z.  B. 
der  Fall  wäre^  weim  alle  Konstanten  nur  in  der  Verbindung 

auftraten,  die  als  eine  einzige  Konstante  zählte  — ,  so  heilst 
die  Losung  eine  vollständige.  Spezialisiert  man  die  Konstanten 
in  einer  vollständigen  Lösung  zu  festen  Werten,  so  entsteht 
eine  partüitdare  Lösung.  Eiue  Lösung,  die  durch  solche 
Spezialisierung  der  Konstanten  aus  der  vollständigen  nicht 
gewonnen  werden  kann,  heiTst  eine  singulare  Lösung. 

Serret,  Diu-  u.  Integral -Beclmimg.  IIL  2.  Aufl.  8 
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Differentiiert  man  irgend  eine  Gleichung  zwischen  x  und  den  y : 

nach  X,  indem  man  für  die  ^-  ihre  Werte  aus  (2)  einsetzt^ 
so  kann  es  eintreten^  dais  die  entsprechende  Gleichung  durch 
alle  Wertsysteme  x,  y  befriedigt  wird,  welche  der  Gleichung 
^==0  genügen.  Man  sagt  dann,  die  Gleichung  9  =  0  ;, erfüllt'^ 
das  System  (1),  oder,  sie  ist  eine  Integrcdgleidiimg  yon  diesem. 
Im  besonderen  kann  es  eintreten,  dafs  eine  vollständige 
Lösung  nicht  durch  ein  System  der  Form  (2),  sondern 
implicite  durch  ein  System  von  n  verschiedenen  Integral- 
gleichungen gegeben  ist: 

(3)  Vi{^,  Vu . . .y«;  C'i, . . .  a)  =  0, . . . (pn(x,  yi ,..yn,C^,.. On)=0, 

das  ebenso  wie  die  vollständige  Lösung  n  wesentliche,  will- 
kürliche Konstante  enthält.  Ein  solches  System  heilst  ein 
verständiges  System  von  Integraigleiditmgen.  Eine  Gleichung, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  eines  solchen  Systems  durch 
Eliminationen  und  Spezialisierung  der  Eonstanten  ableiten 
lä&t,  heÜJ9t  eine  partikidare  Integralgleichung.  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  heifst  sie  smgyHä/r. 

Erscheint    das   vollständige    System   (3)    nach    den   will- 
kürlichen Eonstanten  aufgelöst  in  der  Form: 

(4)  ^1  (a?,  »1 , .  .  .  J/n)  «^  Ci , . .  .      ^n  {Xy  yi..^yn)^Cn, 

SO  heifst  jede  dieser  Gleichungen  ein  Integral  und  zwar  ein 
partikulares,  wenn  die  Eonstante  auf  der  rechten  Seite  einen 
speziellen  Wert  hat.  Der  Ausdruck  singidäres  Integral  erklärt 
sich  wohl  von  selbst. 

Wir   gehen  jetzt   daran,   die   Existenz   der  vollständigen 
Lösungen  und  der  vollständigen  Integrale  zu  erweisen. 

719.  Das  ExistenEtheorem  für  das  nach  den  Ableitungen 
aufgelöste  System.     Es  gilt  der: 

Satz.    In  dem  Systeme  von  DifferenticügleicJiimgen: 

(1)        y'i  =  A(^;yi,  y2---»«);--    yn=fn{x,y^,y^,.,.yn) 
seien  die  reckten  Seiten  analytische  Ftmktionen  ihrer  Argumente, 
die  sich  in  der  ümgebtmg  der  Stelle 
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regulär  verhalten.  Msdami  giä)t  es  immer  eine  partikulare  IJisung: 

(2)  yi=Vli^,Kh>-'^n)y>^.      yn=q>n(x,bi,b^,..,bn), 
^  Vif     9>%y''Vn 

analytische  Funktionen  von  x  sind,  die  sich  in  der  Umgeimng 
der  Stdle  x  =  Xq  regulär  verhalten  und  für  x^x^  selbst 
entsprechend  die  Werte 

61,    6«, . . .  bn 
annehmen. 

Die  Funktionen  f  mögen  sich  regnlär  yerhalten  für  alle 

Werte 

^,    Vi,    y^f'-Vn, 

die  den  Ungleichnngen: 

\x-x,\<B,\p,-b,\<B„...\y,-bn\<Bn 

genügen. 

Mit  Ml,  M^,...  bezeichnen  wir  die  groüsten  absoluten 
Betrage,  welche  die  Funktionen  /i,  /j;  •  •  •  in  dieser  Umgebung 
annehmen;  wir  setzen  femer: 

und  betrachten  die  n  simultanen  Gleichungen: 

Man  kann  dami  Funktionen  %,%,"»  ermitteln,  die  diesen 
Differentialgleichungen  genügen  und  sich  zugleich  fOx  x==Xq 
bezüglich  auf  die  Werte  \f  b^,...  reduzieren.  Setzt  man 
nämlich: 

(3)  ni-h-^iSy    7i^-b^=^M^S,... 

and  bestimmt  man  die  Funktion  S  derart>  dafs  sie  für  x  =  x^ 
verschwindet,  und  die  Gleichung  erfüllt: 

(4)  ||  =  v(a;,&i  +  Jfx'S,    h,  +  M,8,...), 

so  ist  ersichtlich,  dafs  die  Gleichungen  (la)  identische  werden. 
Die  Gleichung  (4)  lafst  sich  in  folgender  Form  schreiben: 

8* 
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(._a?)(x_Ä?)...g__|_=o, 

oder:  ^ 

['-(^+t+-)«+(tf+-)«'-]£--43=». 

und  mau  erhalt  dieselbe  durch  Differentiation  der  folgenden: 

(4«-(f+s+-)?+(t$+-)?-]+«'('-'-?)-<>- 

Sei  r  <  B  und  kleiner  als  der  kleinste  Wert,  welcher  |  a?  —  rr^  | 
zu  erteilen  ist,  damit  die  Gleichung  fQr  S  zwei  gleiche  Wurzeln 
bekommt.  Solange  |  ^  —  o^^  |  kleiner  als  r  bleibt,  ist  diejenige 
der  Wurzeln  8,  welche  tfir  x  —  x^^  verschwindet,  eine  stetige 
Funktion  von  x,  die  La  eine  konvergente  Reihe  nach  ganzen 
Potenzen  von  x  —  x^  entwickelbar  ist.  Bezeichnet  man  nun 
weiter  mit  Ä  den  grolsten  Betrag  dieser  Funktion  8  f£Lr 
I  a?  —  rCo  I  <r,  so  ist  (Nr.  660): 

Endlich  erkeimt  man,  daJs  auch  die  Funktionen  i^^  —  h^y 
%'~^a;-*M  da  sie  proportional  zu  8  sind,  ebenso  wie  diese 
Funktion  sich  in  konvergente  Reihen  nach  Potenzen  von  x  —  Xq 
entwickeln  lassen. 

Nach  Nr.  656  siud  die  Betrage  der  partiellen  Ableitungen 
der  Funktionen 

für 

nicht  gröfser  als  die  Werte  der  entsprechenden  Ableitungen 
der  Funktionen 

Miq>(x,  fji,  7]^, . . .),     M^q>(x,  i?i,  %, ...),... 
lür 

x  =  XQy    1^1  =  &i,    %=6j, ... 

Daraus  folgt,  indem  man  das  System  der  Gleichungen  (1)  und 
der  durch  Differentiation  aus  diesen  abgeleiteten  mit  den  Glei- 
chungen (la)  und  ihren  Ableitungen  vergleicht,  daCs  die  Werte: 

UxJo'     \dx')o'         \dx)o'     UrcVo 
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welche  ans  den  ersten  Gleichungen  berechnet  werden^  ihrem 
Betn^e  nach  nicht  gröüser  sind  als  die  reellen  und  positiven 
Werte* 

gebildet  ans  dem  zweiten  Systeme.  Also  ist,  gemäb^  den 
Gleichungen  (3)  und  der  Ungleichung  (6): 


Demnach  sind  die  Reihen: 

y2-f>2+[ax)o  II   +UWo^är^+    ' 

konvergent,  solange  \x  —  x^lKr  ist.  Diese  Reihen  definieren 
also  analytische  Fcrnktionen  y^,  y^, .[. . ,  welche  innerhalb  dieses 
Gebietes  regulär  sind,  und  dieselbe  Überlegung,  welche  in 
Nr.  660  ausgeführt  wurde,  beweist,  dafs  diese  Funktionen  in 
der  That  den  Differentialgleichungen  genügen. 

Bemerkung.  Es  ist  leicht  zu  erkeimen,  dals  man  in  dem 
Torigen  Beweise  die  Ghrölsen  R^,  i^, . . .  durch  den  kleinsten 
Wert  unter  ihnen  9i,  und  die  Maxima  JHf^,  M^, ...  durch  den 
grölsten  Wert  unter  ihnen  Wt  ersetzen  kann.  Die  Gleichungen 
(4)  und  (5)  werden  dann: 

B 

91        r.        /^        3Rcy\«+l" 


(n  +  l)aR 


[i_(i_i5n+s,(i_i^)_o. 


Die  Ableitung  dieser  Gleichung  in  Bezug  auf  S  ergiebtt 


l-^iS  =  0. 
91 
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Es  irt  also  f&r  den  Fall  zweier  gleicher  Wurzeln: 

_« 
(n 
also: 


und  folglich  kann  man  f&r  r  die  obere  Grenze  fixieren: 

r  =  B(l-r("+i)«*). 

720.  Implioite  Funktionen  von  einer  Vaziabelen.  Das 
Existenztheorem  f&r  die  Lösungen  eines  Systems  Yon  Diffe- 
rentialgleichungen können  wir  nun  benutzen^  um  den  folgenden 
Satz  zu  beweisen« 

SatB.    Es  seien 

cmalytische  FmiktUmen  ihrer  n  +  1  Argumente^  die  sich  in  der 
TJmgebwng  der  Stelle 

reguiär  verhalten;  cm  dieser  Stdle  sei 
während  die  Funktioncddeterminante 


(1) 


Hyt'-yn) 


nicht  identisch  verschwindä.  Jlsdcmn  giebt  es  ein  und  nur  ein 
System  von  cmalyHschen  Funktionen  yx*-*ynys  welche  sich  für 
x  =  Xq  cmf  &! . . .  6n  reduzieren  j  das  System 

F,=^0,...  Fn^O 

erfüllen  wnd  sich  in  der  ümgämng  der  StdU  x==Xq  regulär 
verhalten. 

In  betreff  der  Fassung  von  diesem  Satze  bemerken  wir 
nur,  dafs  der  Begriff  der  ^^Funktionaldeterminante'^  durch  den 
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Wortlaut  selbst  erklart  ist  und  später  (Nr.  724,  725)  genauer 
untersucht  werden  wird.    Das  Zeichen 

bedeutet  nur  eine  abkürzende  symbolische  Schreibweise  dieser 
Determinante. 

Den  Beweis  dieses  Satzes,  auf  welchen  wir  zuerst  in 
Nr.  56  hingewiesen  haben,  können  wir  jetzt  leicht  erbringen. 

Die  gesuchten  Funktionen  müssen  immlich  das  Oleichungs- 
System  aF,.aF,,        4-  ^^V  -  0 

(2)  : 

erfüllen,  welches  sich,  da  die  Funktionaldeterminante  nicht 
yerschwindet,  auflosen  laust  und  Gleichungen  von  der  Form 

(ä)  y'*  =  A(^7  yi-'-Vn),     (*«  l...n) 

ergiebt.  Diese  eindeutig  bestimmten  Gleichungen  haben  nach 
Nr.  719  ein  bestimmtes  System  Yon  analytischen  Funktionen, 
welche  sich  fax  x=^Xq  bez.  auf  b^..,bn  reduzieren  als  Losungen. 
Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

721.    Implioite  Funktionen  von    mehreren  Variabelen. 

Wie  wir  in  Nr.  662  aus  der  Existenz  der  durch  eine  Glei- 
chung definierten  Funktion  einer  Yariabelen  die  einer  durch 
eine  Gleichung  definierten  impliciten  Funktion  von  mehreren 
Yariabelen  gefolgert  hatten,  so  können  wir  jetzt  mit  Hilfe 
Ton  Nr.  720  den  folgenden  Satz  beweisen: 
Satz.    Es  seien 

analytische  Fimktionen  ihrer  m  +  n  Argumente,  die  sich  in  der 
Umgebu/ng  der  Stelle 

rtgulör  verhalten,  an  diesen  Stellen  sei  OMfserdem 
während  die  FunJctionaidetermina/nte 
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d{F,. 

«y,       9y« 
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(1) 


an  dieser  Stdle  nickt  verschumdet.     Alsdann  giebt  es  ein  u/nd 
vywr  ein  System  von  Funktionen  y^ .-.yn,  wdche  die  Gleichungen 
erfaUen,  für  Xt^^ai  sich  auf  yi  =»  bi  reduzieren  und  sich  in  der 
Umgebung  von  Xi^=^ai  regidär  verhalten. 
Zum  Beweise  setzen  wir: 

(2)  Xi=ai  +  aiX 

und  erhalten  durch  diese  Substitutionen  an  Stelle  des  ursprüng- 
lichen Oleichungssystems  das  folgende: 

(3)  Fi,{a^+a^x.,.am+  a^x,  y^ . .  .y„)  -  Fi,{Xy  y^ . .  .y«)  =  0. 

Nun  wissen  wir  aber  aus  Nr.  720,  dafis  es  von  diesem 
System  von  Grieichungen  ein  einziges  System  von  Lösungen 
giebt,  welches  die  gestellten  Bedingungen  erfallt.  Diese 
Lösungen  sind  analytische  Funktionen  von  x^  welche  nach 
ganzen  Potenzen  von  aiX  fortschreiten  und  etwa  für  |a:|  <i2 
konvergieren.  Der  Koeffizient  der  n^^  Potenz  von  x  wird 
dabei  (Nr.  138)  eine  Form  n^^  Gh-ades  der  cc,-.  Ersetzt  man 
also  jetzt  wieder  ^iX  durch  aj^  —  a,-,  so  entsteht  eine. Potenz- 
reihe in 

die  für  ,  \  ^  -d  t> 

I  o:,- —  a,- 1  <  JB,  =  0^  ii 

konvergiert  und  das  gesuchte  System  von  Lösungen  darstellt. 

722.  Das  Ezistenztheorem  für  das  allgemeine  System 
erster  Ordnung. 
Satz.    Es  seien 

Ft{x,  y^.^.yn,  2/1. ..2/n);    ^ii^,  y.,.yny  ^1...!/«), ... 

''^Fn{x,y^.,,ynyiil^...y'n) 

analytische  Funktionen  ihrer  2n  +  1  Argum>entey  welche  sich  in 
der  Umgebimg  der  Steäe 

X^y    Oj  .  . .  On}    C^.  .  »Cfi 
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regulär  verhaUen,    An  derselben  Stdle  sei 
JP,  =  0,...  Fn^O, 
während  die  FuMionaldelennincmte 


(1) 


Wi'Wn 

dF„        dF„ 

Wi"'Wn 


W7 


.F^ 


y«) 


an  dieser  Stdle  nicht  verschwindet.     AUdaim  gUM  es  ein  he- 
sUmmtes  System  von  amdlytisehen  Funktionen 


(2) 


y*=y*(a?,    \y    hf'in), 


wdches  sich  für  x  =  x^  auf  yi=  6*  reduMiert,  die  DifferenUälr 
gleickungen  erfUlU  und  sich  in  der  Umgebung  van  x^x^  regulär 
verhält 

Den  Beweis,  welcher  genau  wie  in  Nr.  663  zn  fBhren  ist^ 
woQen  wir  hier  nur  skizzieren  nnd  die  AusftLhnmg  dem  Leser 
überlassen.  Man  kann  nach  Nr.  721  die  impliciten  Differential- 
gleichnngen  ersetzen  dnrch  explicite,  indem  man  nach  den  ^k 
auflöst.  Anf  die  expliciten  aber  wendet  man  sodann  das 
Existenztheorem  aus  Nr.  719  an. 

§  2.  Die  Integralgleiehungen  eines  Systems  erster  Ordnung. 

728.  VoUdtändige  Systeme  von  Integralen.  Wir  be- 
trachten jetzt  ein  System  von  n  simultanen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  das  nach  den  Differentialquotienten 
aufgelöst  ist;  und  gestatten  uns  in  diesem  Paragraphen  eine 
Änderung  der  Bezeichnungsweise ,  indem  wir  die  abhängigen 
Veränderlichen  mit 

a^,  a^,  ...aTn,    statt  mit    »1,^2,...^« 

bezeichnen«  Wir  sehen  aber  durchweg  die  Bedingungen,  unter 
denen  im  Yorigen  Paragraphen  die  Existenz  der  Lösungen 
bewiesen  wurde,  als  erfüllt  an.  Wir  schreiben  das  System  in 
der  Form: 


(1) 


dx^ JXj      dac^       JS4  dxn Xn 
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Man  kann  diese  in  einer  einzigen  Formel  znaammenfassen, 
nämlich:  ^         ^  ^  •> 

2        .Xj         JL|  .Xr 

Wir  nehmen  nun  an,  wir  hatten  ein  System  yon  n  Inte- 
gralen gefiinden: 


(2) 


mit  den  willkürlichen  Eonstanten 

Wir  nennen  ein  solches  System  ein  yoUsi^diges  System  von 
Integralen,  wenn  es  sich  nach 

^If  X^,  "'  Xn 

auflösen  laJbt,  also  eine  vollständige  Lösnng  definiert. 

Dals  ein  solches  System  existiert,  folgt  unmittelbar  aus 
den  Sätzen  des  §  2  yon  Eap.YI  dieses  Bandes.  Denn  die  in 
Nr.  719  ermittelte  vollständige  Lösung: 

^i  =  &i  +  (^)^-(:r-a;o)  +  -  •. 


ist  analytisch  in  den  willkürlichen  Eonstanten 

und  kann  nach  ihnen  aufgelöst  werden,  weil  die  Determinante 

djx^,  X^,  ...  Xn) 

d{bi,  6j,  . ..  bn) 

an  der  Stelle  x  '^Xq  den  Wert  1  hat,  also  auch  in  der 
Umgebung  dieser  Stelle  nicht  verschwindet,  so  dafs  der  Satz 
der  Nr.  720  anwendbar  ist.  Durch  diese  Auflösung  entsteht 
also  thatsächlich  ein  System  Ton  der  Form  (2).  Als  will- 
kürliche Eonstauten  erscheinen  dabei  auf  den  rechten  Seiten 

bi,    b^j.^.bn. 
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Da  diese  innerhalb  der  Yoranssetzungen  unseres  Existenz- 
theorems  willkürlich  sind;  so  können  sie  ihrerseits  als  nnab- 
hangige  Yariabele  betrachtet  werden.  Die  Funktionen  W  des 
Systems  (2);  das  wir  so  erhalten  haben^  sind  daher  in  dem 
Simie  vcneina/nder  tmabhängig,  dafis  keines  der  V  eine  Funktion 
der  übrigen  W  allein,  also  z.  B.  nicht  etwa 

ist.    Wir  können  also  sagen: 

ühs^  System  (1)  besitzt  immer  ein  vollständiges  System 
von  n  voneincmder  tmabhängigen  Integralen. 
Sei    nun  (2)    ein  solches   System,    alsdann    werden    die 


zn  Identitäten,  wenn  man  für 

dx^      dx^        dxn 
dx       dx  dx 

ihre  Werte   aus   (1)   einsetzt     Bildet   man   daher   eine   will- 
kürliche Funktion  JT  Ton 

so  wird  n  =  const.  wieder  ein  Integral.     In  der  That  wird 
dn_dn   dw^  dn   d^ 

dx~d^/  dx  "*         ^W^'  dx 

nach  (3)  identisch  null,  wenn  man  für 

dxi  dacn 

dx  dx 

ihre  Werte  aus  (1)  einsetzt.    Man  kann  aber  auch  umgekehrt 


Ist  (2)  ein  verständiges  System  tmabhängiger  Integrale  und 
(4)  n{Xy  a?!, . . .  Xf)  =  const. 

irgend  ein  anderes  Integral,  so  ist  n  eine  Fimktion  von 

mm  m 

aüein. 
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In  der  That^  da  (2)  ein  yollstandiges  System  von  Inte- 
gralen darstellen  soll,  so  kann  man  auch  umgekehrt 

als  Funktionen  von  x  und 

betrachten.  Die  Oleichung  (4)  geht  dann  über  in  eine  Grleichnng 
zwischen  oj      W       nf         W 

bezeichnet  werde.     Die  Dififerentiation  ergiebt: 

BF       dF  dW^  dF  dWn      f. 

'^'^W¥^   dx  "*         ^Ww^    dx  ^^' 

Da  diese  Gleichung,  weil  F  ein  Integral  ist,  durch  das 
System  identisch  befriedigt  sein  muls,  und  da  zufolge  der 
Gleichungen  (3) 

^  =  ^  =  ...  =  ^^  =  0 
dx         dx  dx 

wird,  so  folgt,  dals: 

dx 

sein  muls.  Dies  besagt,  dafs  die  Funktion  F  unabhängig 
von  X,  d.  h.  als  eine  Funktion  von  V^,  ...^n  darstellbar  ist. 
Es  giebt  also  far  das  System  (1)  nur  n  verschiedene,  oder  was 
dasselbe  ausdrückt,  voneinander  unabhängige  Integrale. 

724.  Die  Determinante  zweier  Funktionen.  Der  Begriff 
der  Unabhängigkeit  zweier  Funktionen  von  zwei  Variabelen, 
oder  allgemein  mehrerer  Funktionen  von  mehreren  Variabelen 
ist  von  Jacob i  aufgestellt  und  in  folgender  Weise  begründet 
worden. 

Sind 

zwei  Funktionen  der  beiden  Variabelen  a:^  und  x^,  so  heifsen 
diese  beiden  Funktionen  voneinander  unabhängig,  wenn  es 
möglich  ist,  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Variabelen  x^ 
und  x^  umgekehrt  als  Funktionen  u^  und  von  u^  darzustellen; 
dagegen   sind    die   beiden  Funktionen   abluLngig   voneinander, 
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wenn  die  Elimination  einer  Yariabelen  zwischen  diesen  beiden 
Grleichnngen  zugleich  die  Elimination  der  anderen  Yariabelen 
herbeifBhrt,  so  dafs  also  eine  Gleichnng  Yon  der  Form: 

(1)  yK  «.)=•<> 

oder,  was  dasselbe  besagt,  Yon  der  Form: 

(2)  W2=9W 

besieht 

Besteht  solch  eine  Fimktianalgleichtmg,  so  verschmndet  die 
Ddermina/nte,  gdnldel  aus  den  ersten  partidUn  Ableitungen  der 
Funktionen  u  und  v,  identisch.  Denn  es  folgt  ans  der  Glei- 
chnng  (1): 

d(p  du^     dtp  a«,  _^     dtp  a«!     a<p  a«,    ^ 


-0. 


Diese  Determinante  heilst  die  Funktionaldeterminante, 
Jaeohische  Determinante  oder  kurz  die  Determinante  der  beiden 
Funktionen.  Dieser  Determinante  sind  wir  schon  fOr  den  Fall 
beliebig  vidier  Yariabelen  in  720  begegnet,  und  es  ist  uns  ihr 
Name  und  ihre  symbolische  Bezeichnung  durch 

d{x^,x;) 

von  dort  her  schon  gelaufig.  Hier  sieht  man  ihre  entscheidende 
Bedeutung  für  den  Begriff  der  Unabhängigkeit.  Der  bewiesene 
Satz  laJst  sich  nämlich  umkehren: 

Verschwindet  die  Funktionaldeterminante  der  beiden 
Ftmktionen  u^  und  u^,  wdche  von  den  Vwriahden  x^  und  x^ 
abhängen,  identisch,  so  sind  diese  beiden  Funktionen 
nicht  unabhängig  voneinander,  es  besteht  zwischen  ihnen 
eine  Ftmktionalgleichtmg. 
Denn  denkt  man  sich  die  erste  Funktion 


also  ist  auch: 

du,  du, 
^  ^x. 

Wxi  ^x^ 

du,  du. 

H^.^) 

dx,  dx. 
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nach  einer  der  beiden  Yariabelen^  die  in  derselben  enthalten 
sind^  aufgelöst,  also  etwa: 

ermittelt;  und  substituiert  man  diesen  Wert  in  die  zweite 
Funktion,  so  wird  dieselbe  im  allgemeinen  eine  Funktion  Yon 
^1  und  %;  wir  bezeichnen  sie  mit 

W2  =  /i(rri,  Ml). 
Es   ist  zu   zeigen,   daCs   in   dieser  Gleichung  far  u^   die 
Yariabele  x^   explicite  nicht  mehr   vorkommt,   dafs  also   die 
partielle  Ableitung  g-^  identisch  verschwindet.     Aus  der  Glei- 
chung 

dx^       dx^    '   du^  dx^^    dx^       di^^  dx^' 

und  setzt  man  diese  Werte  in  die  Funktionaldeterminante  ein, 
die  der  Voraussetzung  nach  identisch  verschwindet,   so  wird: 


dxi  dx^ 

du^                        du, 

dx,                        dx^ 

__       df,du,_Q 

dx^  dx^ 

df,      df^  du,     du  du, 

dx,       du,  dx,      du,  dx^ 

dx,  dx^ 

Da  J-^  nicht  identisch  verschwinden  kann,  weil  sonst  u^ 
die  Yariabele  x^  nicht  enthalten  würde,  so  ist  als^: 

||  =  0,    d.h.    u,  =  f,(u). 

725.  Die  Determinante  von  beliebig  vielen  Funktionen. 

Dieselben  Sätze  gelten  für  ein  System,  welches  aus  n  Funktionen 
von  n  Yariabelen  besteht.  Wir  schicken  zunächst  die  folgende 
Definition  voraus: 

Definition.     Sind 

die  gegebenen  Funktionen^  so  heifsen  dieselben  unabhängig  von- 
eincmder,  wemt  sich  am  ihnen  die  n  Variabelen  x^, ...  Xn  um- 
gekehrt  als  Funktionen  von  u^,u^y.,,Un  darstellen  lassen; 
dagegen  heifsen  die  Funktionen  abhängig,  wenn  umsehen  denselben 
eine  oder  mehrere  Gleichungen  bestehen. 
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Sind  die  Funktionen  voneinander  abhängige  so  yer- 
schwindet,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  die  Funktionaldeterminante 
identisch,  und  umgekehrt  aus  dem  Verschwinden  der  Funktional- 
determinante folgt,  daij9  zwischen  den  Funktionen  mindestens 
eine  Gleichung  besteht. 

Der  Beweis  dieses  letzten  Satzes  ergiebt  sich  folgender- 
malsen  durch  Schluls  von  n  —  1  auf  n.  Es  sei  bewiesen,  dals 
zwischen  n  —  1  Funktionen  von  n  —  1  Yariabelen  dann  und 
nnr  dann  eine  Abhängigkeit  besteht,  wenn  die  Funktional- 
determinante derselben  identisch  null  ist;  es  soll  nun  gezeigt 
werden,  dafs  auch  aus  dem  Verschwinden  der  Funktional- 
determinante von  n  Funktionen  mit  n  Variabelen  eine  Ab- 
hängigkeit zwischen  diesen  Funktionen  folgt.  Der  Beweis 
ist  in  folgender  Weise  zu  f&hren:  Aus  den  n  Funktionen 
u^,u^y.,.Un  müssen  sich  n  —  1  auswählen  lassen,  yermittelst 
deren  man  die  Variabelen  x^,  x^,  -.*  Xn^i  umgekehrt  als 
Funktionen  dieser  Funktionen  und  der  letzten  Variabelen  Xn 
darstellen  kann.  Denn  wäre  solch  eine  Auswahl  nicht  möglich, 
so  würden  je  n  —  1  Funktionen  nicht  unabhängig  voneinander 
sein  in  Bezug  auf  die  n  —  1  Variabelen,  es  bestünde  vielmehr 
eine  Funktionalgleichung  zwischen  ihnen,  in  welcher  nur  noch 
die  Variabele  Xn  explicite  vorkommen  könnte.  Aus  zwei  dieser 
Fnnktionalgleichungen  lielse  sich  dann  auch  Xn  eliminieren^ 
und  man  erhielte  eine  Funktionalgleichung  zwischen  den 
n  Funktionen,  infolge  deren  auch  die  Funktionaldeterminante 
identisch  verschwindet. 

Wir  nehmen  also  an,  dafis  etwa  die  Variabelen  ^ ,  OTg, . . .  o?».. i 
als  Funktionen  von  u^,u^,  ..,Un-i  iind  der  letzten  Variabelen  Xn 
sich  darstellen  lassen.  Substituiert  man  diese  Ghrölsen  in  die 
letzte  Funktion,  so  wird  auch  w„  eine  Funktion  derselben; 
wir  bezeichnen  sie  mit 

Es  ist  zu  zeigen,  dafs,  falls  die  Funktionaldeterminante 
identisch  verschwindet,  die  Variabele  x»  in  dieser  Gleichung 
nicht  mehr  explicite  vorkommen  kann,  so  dafs  dieselbe  in 
der  That  eine  Relation  zwischen  den  n  Funktionen  ausdrückt. 
Es  wird: 
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^«-.  Sfn  du,  _^   ^fn  du,     .  .         K       ^H 


^«-1 


^«-1 


dx,       du,  dx,  "*  du,  ^x,   *"       "*    ^^n—i     ^*i 


^+ 


Tragt  man  diese  Werte  in  die  Fimktionaldeterminante: 


a(a^,as„...«j' 


8«, 


a«. 


=  0 


ein,  so  reduziert  sicli  dieselbe  auf  die  Form 

du,  du. 


dx^ 


dx,  dx^ 


du, 
Wx, 


du. 


^, 


'!•— 1 


du 


Wx, 


*«  — 1 


dx^ 


-0. 


Da  die  Funktionaldetermiiiante  der  n—l  Funktionen  Uti,..,Un—i 
in  Bezug  auf  die  n  —  1  Yariabelen  nicht  identisch  verschwindet; 
weil  zwischen  diesen  Funktionen  keine  Abhängigkeit  bestehen 
sollte,  so  folgt;  dafs  dann 

sein  mufs;  womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Eine   weitere   wichtige  Eigenschaft   der  Funktionaldeter- 
minante ist  diese: 

Die  u  seien  gegebene  Funktionen  der  x,  die  n  Gtrobea 
t?i,  v^,...Vn  ihrerseits  wieder  gegebene  Funktionen  der  u,   so 
dafs  auch  die  v  bekannte  Funktionen  der  x  werden.    AladuTiTi  ist: 
d(v„  t?„  . . ,  v„)  ^  d(v„  t?,, . . .  v^)    dju,,  u,,...  u^) 
d(x„x,,...x^)       d{u„  w„ . . .  t*„)  *  d(x,,  ajj, . . .  x^)' 


(1) 
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In  der  That,  die  du  sind  lineare  Funktionen  der  dx: 
du,  du,  du, 

tmd    die    Determinante    der    Koeffizienten    auf    den    rechten 
Seiten  ist: 


(2a) 


Ebenso  sind  die  dv  lineare  Funktionen  der  du: 


dv,  dv,  dv, 

(3)  dv,^:^du^+^d^  +  "'+.^J»n, 

mit  der  Determinante: 

a(t?i,  v„  . . .  v^ 


(3a) 


^(«♦n  «*»•••«♦«) 


Setzt  man  die  Werte  der  dUi  ans  (2)  in  (3)  ein,  so 
werden  die  dv  lineare  Funktionen  der  dXy  und  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Detemunantenlehre  wird  die  Determinante 
des  resultierenden  Gleichungssjstemes  das  Produkt  aus  den 
Determinanten  (2  a)  und  (3  a).  Anderseits  kann  man  unmittel- 
bar die  i;  als  Funktionen  der  x  betrachten,  und  dann  erluLlt 
man  direkt  das  fragliche  Gleichungssystem: 

dv.  dv,  dv. 

(4)  äv,  =  ^ä<c,  +  ^dx,  +  -.+  ^J<Cn. 


(4a) 


Dieses  hat  aber  zur  Determinante: 


Also  ist,  wie  behauptet ,   die  Determinante  (4  a)   das  Produkt 
der  Determinanten  (2  a)  und  (3  a). 

726.  Anwendung  auf  die  Integrale.  Auf  Grund  dieser 
allgemeinen  Begriffe  können  wir  die  obigen  Sätze  über  das 
simultane  System  und  seine  Integralgleichungen  noch  klarer 
fSEMBen. 

Serret,  Diit-  u. Integral -Beohnimg.  HL  2.  Aufl.  9 
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Besitzt  das  System  der  Differentialgleicliimgen 
dx dXi da^  dx^ 

das  ToUstandige  Integralsystem 

Wl(x,  a?!,  . . .  Xn)  =  Ci,  . . .   ^n(x,  X^, 


(X^n)  =  Cn 


80  müssen  die  Fnnktionen  W^j ...  Wn  so  beschajffen  sein^   dafs 
sich  aus  den  Gleichungen: 

dx  ^      dx  ^         dx 


die  Differentialquotienten 


dx^     dx^ 


dXn 

dx 


dx'    dx' 
berechnen  lassen^  d.  h.  es  muls  die  Determinante: 

dx^  dx^  '  *  dx^ 
dx^^  dx^      '  dx^ 


dvjv^ 


^ 

dx^  dx^        dx^ 

Yon  0  verschieden  sein^  also  sind  die  n  Funktionen  in  Bezug 
auf  die  n  Yariabelen  x^j  ,..Xn  unabhängig,  oder  mit  anderen 
Worten  nach  diesen  Yariabelen  auflösbar. 

Wenn  aber  aufser  diesen  n  Funktionen  noch  eine  weitere 
Torhanden  ist,  ftir  die: 

n{XjX^j...Xr)^C 

ein  Integral  bildet,  für  welche  also  auch: 

dx 
wird,  falls  man  für  die  Differentialquotienten  die  ihnen  propor- 
tionalen Werte  einsetzt,  so  yerschwindet  die  Funktional- 
determinante der  »  -f  1  Funktionen:  ^j,  ^g, . . .  3^„,  JT,  ge- 
bildet mit  den  n  +  1  Veränderlichen  a?,  a^i, . . .  a?„,  d.  h.  es 
besteht  eine  Abhängigkeit: 
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727.  Sine  partielle  DiffezenMalgleiehxmg.  Die  notwendige 
nnd  hinreichende  Bedingung  dafOr^  datb.  die  Gleichung: 


n{xyx^y  ajg,  •. 

a?n)  —  const. 

ein 

Integral 

des 

Systemes 
dx      dx^ 

dx. 

ist^ 

besteht  darin^  dafs  zufolge  < 

lieser  Oleichungen 

dn 

'  dx 

-+|f/^.-o 

wird,  dafis  also  identisch  die  Oleichung  erMlt  ist: 

||x+^^x.+...+|2x.-o. 

Man  hat  also  den  Satz: 

SatB  I.    Ist  n=^  const.  ein  Integral  des  simultanen  Systemes: 
dx dxi  dxn 

so  genügt  die  FmMon  JT  identisch  der  paHidlen  DifferenHal- 
ghidmng: 

Umgekehrt:  Jede  Funktion  11,  welche  dieser  partiellen 
Differentialgleichung  genügt,  giebt,  wenn  man  sie  einer  wiU- 
Mrlichen  Konstanten  gleich  setzt,  ein  Integral  des  Systemes 
jener  simultanen  Differentialgleichungen, 

Nach  den  Sätzen  in  Nr.  723  und  726  gilt  dann  femer  der 

Satz  n.     Wenn  die  partieUe  Differentialgleichung: 

erfüllt  ist,  dadurch,  dafs  man  für  11  successive  n  voviemmder 
mabhängige  Funktionen  W^,  ^g,  ...^„  einsetzt,  so  ist  jede 
andere  Funktion  U,  welche  derselben  Gleichung  genügt,  not- 
wendig eine  Funktion  von  W^,  ^j,  ...^„. 


132  Drittes  Kapitel  • 

§  3.  SiBgnlftre  Losungen  eines  Systemes  erster  Ordnung. 

Wir  haben  jetzt  die  im  §  3  des  ersten  Kapitels  angestellten 
Überlegungen  anf  ein  System  zu  übertragen^  beschranken  uns 
dabei  aber  anf  den  FaU  eines  Systemes  Yon  zwei  Differential- 
gleichungen mit  zwei  Unbekannten.  Wir  können  dann  die 
geometrische  Anschauung  zu  Hilfe  nehmen^  wahrend  der 
analytische  Oehalt  unserer  Betraditungen  sich  in  sehr  selbst- 
verständlicher  und  daher  nicht  weiter  ausgeführter  Weise  auf 
beliebig  viele  Unbekannte  übertiagb 

728.  Die  Diskriminantelnflftohe.     .Gregeben  sei  das  System 

f  und  g  seien  ganze  rationale  Funktionen  von  i/  und  ^, 
und  analytische  Funktionen  von  x,  y,  z,  die  sich  in  der  Um- 
gebung^ in  der  sich  unsere  Betrachtungen  bewegen,  regulär 
verhalten.  Wir  deuten  x,  y,  m  bIs  rechtwinklige  Koordinaten 
der  Punkte  des  Baumes,  y'  und  /  als  die  Richtungskoeffizienten 
einer  durch  den  Punkt  x^  y,  z  gehenden  Geraden,  deren 
Projektion  auf  die  rry -Ebene  den  Winkel  arc  tg  y\  deren 
Projektion  auf  die  a;;8r-Ebene  den  Winkel  arc  tg  i^  mit  der 
positiven  Richtung  der  a?- Achse  bildet.  Zu  jedem  der  tx)* 
Raumpunkte  gehören  dann  oo^  „ Linienelemente ^'  (Nr.  659),  im 
ganzen  entiialt  also  der  Raum  deren  cx)^.  Aus  ihnen  sondert 
das  System  (1)  oo^  aus,  zu  jedem  Raumpunkte  im  allgemeinen 
eine  endliche  Anzahl. 

Das  Existenziheorem  (Nr.  722)  versieht  uns  nun  mit  einer 
vollständigen  Lösung: 


mit  den  beiden  willkürlichen  Konstanten  (y^y  0q).  Jedem 
Wertsystem  der  Konstanten  entspricht  eine  Raumkurve,  eine 
„partikulare  Integralkurve".  Es  giebt  cx>^  solche  Litegral- 
kurven.  Das  Integrationsproblem  besteht  also  darin,  die 
oo^:  Linienelemente  des  Systemes  (1)  zu  einer  zweifachen 
unendlichen  Schar  von  je  cx)^  zusammenzufassen,  die  sich  als 
Linienelemente  einer  Kurve  aneinanderreihen. 
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Eine  singidäre  Lösung  heiM  eine  solche^  die  sich  aus  den 
letzten  Gleichungen  nicht  durch  SpezialiBiemng  der  will- 
kürlichen Eonstanten  erhalten  la&i  Ihr  entspricht  eine 
singnlare  XntegrälknrYe.  Längs  einer  solchen  mnls  —  wie 
wir  der  Nr.  664  entsprechend  schlieijsen  —  das  Existenztheorem 
yersagen,  also  die  Jacobische  Determinante  identisch  yer- 
schwinden  (Nr.  722);  es  mnls  also  sein: 

Ans  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  der  Gleichung  (3)  lassen 
sich  im  allgemeinen  ^  und  /  eliminieren^  so  dals  eine  Glei- 
chung zwischen  x,  y,  e  allein  entsteht.  Diese  ergiebt  geometrisch 
eine  (reelle  oder  imaginäre)  Fläche^  wir  nennen  sie  die  Dis- 
Jcriminantenfläc^.  Man  kann  auch  x,  y,  e  aus  (1)  und  (3)  als 
Funktionen  yon  if  und  f/  berechnen^  dann  erscheinen  ^  und  / 
als  Parameter  der  Diskriminantenfläche.  Von  den  Ausnahme- 
fällen^ in  denen  (1)  und  (3)  keine  Fläche  bestimmen^  sehen 
wir  hier  ab. 

Da  für  eine  singulare  Lösung  (3)  identisch,  für  will- 
kürliches Xy  yerschwindety  so  liegen  die  singtdären  IntegrcA- 
hurven  —  wenn  sie  überhaupt  vorhanden  sind  —  in  der  Bis- 


Die  Gleichungen  (1)  ordnen  einem  Punkt  der  Dis- 
kriminantenfläche  im  allgemeinen  eine  endliche  Anzahl  yon 
Fortschreitungsrichtungen  (y',  S5*)  zu,  so  dafs  die  FBLche  mit 
oo'  Linienelementen  des  Systemes  (1)  besetzt  wird.  Diese 
brauchen  aber  keineswegs  in  die  Tangentialebene  der  Fläche 
zu  fallen  Sollen  nun  Integralkuryen  auf  der  Fläche  liegen, 
so  müssen  längs  einer  solchen  die  Linienelemente  der  Kurye  — 
die  durch  die  Kuryenpunkte  nebst  ihren  Tangenten  gebildet 
werden  —  sämtlich  dem  Systeme  (1)  angehören.  Differentiieren 
wir  (analog  zu  Nr.  666)  das  System  (1)  nach  Xy  so  erhalten  wir: 

der  Index  i  bedeutet  die  Ableitnng  nach  dem  «'**"  Argoment. 

Da  nun  nacb  (3): 

(3)  fA9i-A9A=-0 
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ist,  so  folgt  durch  Eliminatioii  aus  dem  Systeme  (4),  dafs  für 
aUe  Pwnkte  einer  singulären  Integrcilkwrve  die  beiden  Gleichimgen: 

i  (fx94  -  f^i)  +  (f29A  -  U9^)y'  +  ih94,  -  h9zy  =  0 
^  ^       1  (fi9s  -  Ü9x)  +  (f,9,  -  f,9,)y'  +  if,9,-  f,9sy  =  0 

neben  den  3  Gleichungen  (1)  wnd  (3)  erfuüi  sein  müssen.  Es 
läfst  sich  also  durch  blofse  Eliminationen  entscheiden,  ob 
singulare  Integralkuryen  existieren,  und  sie  können  auch  durch 
bloüse  Eliminationen  gefanden  werden. 

729.  Die  Brennfläohe.  Wir  gehen  jetzt,  indem  wir  die 
Betrachtungen  der  Nr.  668  übertragen,  von  dem  vollständigen 
Systeme  der  Integralkurven  aus.     Es  seien: 

j  *(^;  Vy  ^y  «,  &)  =  0 

die  Integralgleichungen  des  Systemes  (1)  der  vorigen  Nummer, 
a  und  b  seien  die  willkürlichen  Konstanten.  Sie  bestimmen 
eine  Schar  von  oo*  Kurven  oder  —  wie  man  sagt  —  eine 
KwrvenTc(yngruenz. 

Man  kann  nun  die  oo^  Kurven  dieser  Kongruenz  irgend- 
wie anordnen  in  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Flächen, 
deren  jede  oo^  Kurven  der  Kongruenz  zusammenfafst.  Wir 
fragen  nach  der  FKche,  welche  eine  solche  Schar  einhüllt 
(Nr.  280). 

Eine  Art  der  Anordnung  erhält  man  z.  B.,  wenn  man 
sich  b  aus  den  beiden  Gleichungen  (2)  eliminiert  denkt, 
etwa  aus  der  zweiten  Gleichung  ^=0  in  die  erste  einsetzt. 
Es  entsteht  dann  eine  Gleichung  zwischen  Xy  y,  z  und  a,  die 
eine  Schar  von  oo^  Flächen  mit  dem  Parameter  a  darstellt. 
Wir  finden  nach  Nr.  280  die  Einhüllende  dieser  Schar,  wenn 
wir  die  erste  Gleichung  ^  =  0  bei  konstantem  x,  y,  z  nach  a 
diflferentiieren  und  b  als  eine  Funktion  von  a  betrachten,  die 
aus  der  zweiten  Gleichung  ^  =  0  zu  bestimmen  ist.  Wir 
erhalten  so: 

g^da  +  ^d6  =  0,    ^da  +  ^db^O 
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und  durcli  Elimination  von  -j-: 

da 

Die  drei  Gleichungen  (2)  und  (6)  ergeben  durch  Elimi- 
nation von  a  und  b  die  Gleichung  der  gesuchten  einhüllenden 
Flache.  Man  kann  auch  x,  y,  0  Biß  Funktionen  Ton  a  und  b 
ans  den  drei  Gleichungen  berechnen  und  dann  a  und  b  als 
Flächenkoordinaten  der  Einhüllenden  auffassen.  Ein  bestimmtes 
Wertsystem  (a,  b)  bezeichnet  dann  diejenigen  Punkte  der  Ein- 
hüUenden;  welche  sie  mit  der  durch  dasselbe  Wertsystem 
charakterisierten  Kurve  der  Kongruenz  (2)  gemein  hat. 

In  allgemeinster  Weise  wird  man  die  Kurven  der  Kongruenz 
dadurch  zu  einer  Schar  von  oo^  Flächen  zusammenfassen,  dals 
man  a  und  b  als  Funktionen  zweier  neuen  Parameter  a  und  ß 
darstellt  und  nun  mit  a  und  ß  so  verfahrt,  wie  vorher  mit 
a  und  b. 

Die  Einhüllende  bestimmt  sich  dann  analog  aus  dem 
ßleichungssy  stem : 

(6a)  *  =  0,      ^=0,     ^^-^^=.0, 

nur  muls  man  sich  in  $  und  W,  a  und  ß  statt  a  und  b  ein- 
geführt denken.  Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  aber 
die  Funktionaldeterminante  von  0  und  W  in  Bezug  auf  a  und  ß, 
wenn  man  x,  y,  0  bIb  fest  ansieht.  Die  linke  Seite  von  (6) 
ist  die  Determinante  derselben  Funktionen  in  Bezug  auf  a  und  b. 
Beide  unterscheiden  sich  daher  nur  um  einen  von  NuU  ver- 
schiedenen Faktor  (Nr.  725).  Also  ist  die  letzte  Gleichung  (6  a) 
mit  (6)  identisch  und  mithin  auch  das  System  (6  a)  mit  dem 
Systeme  der  Gleichungen  (2)  und  (6).     Hieraus  folgt: 

Auf  wdche  Weise  man  cmch  die  Kurven  der  Kongruenz 

zu  einfach  unendlich  vielen  Flächen  zusammenfassen  mag, 

die  EvnhiiUende  der  Flächenscha/r  ist  immer  die  nämliche 

Fläche. 

Sie  ist  daher  für  die  Kongruenz  charakteristisch  und  heilst 

die  Brennfläche  der  Kongruenz. 

Nach  Nr.  281  berühren  die  Flächen  einer  Schar  die  Ein- 
hüllende.    Die  gemeinsamen  Berührungskurven   nannten   wir 
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die  CharaTcterisHken  der  Fläclienscliar.  Hieraus  fo^,  dals  auch 
die  IntegnJknrYen  (2)  die  Brennfläche  berühren,  diese  erscheint 
also  als  die  Einhüllende  der  Knryen  unserer  Eongmenz.  Die 
Charakteristiken  sind  aber  im  allgemeinen  nicht  Kurven  der 
Kongruenz. 

Betrachtet  man  eine  Flachenschar  j3  =  const.;  so  wird 
diese  durch  (2)  definiert^  wenn  man  statt  a  und  b,  a  und  ß 
einführt.  Die  zugehörigen  Charakteristiken  erhalt  man^  wenn 
man  zu  den  Gleichungen  (2)  noch  (6)  hinzunimmt.  Die 
Tangentenrichtung  dxidyide  längs  der  Charakteristiken  er- 
geben die  3  Gleichungen: 


d^ 


a$ 


^dx  +  ^dy  +  j-^d^  +  j^da^O 

_^dx  +  j^dy  +  -^dg  +  ^da  =  0 

^dx  +  ^dy  +  ^dz  +  ^da  =  0. 

Nur  dann,  wenn  sich  diese  nicht  nach  dx,  dy,  dz  auflosen 
lassen  oder,  wenn  man  für  alle  3  Differentiale  den  Wert  0 
findet,  so  dafs  das  System  die  Tangentenrichtung  nicht  be- 
stimmt, wird  die  Giltigkeit  unserer  Sätze  in  Frage  gestellt. 
Die  Auflösung  nach  dx^  dy,  dz  wird  aber  unmöglich,  sobald 
die  Determinante: 

d^     d^     d^ 

dx^    3y'     dz 

d^     gy     d^ 

dx'    dy^   W 

dX     dX 
dx^    dy 

verschwindet 

Wir  fragen  jetzt  nach  der  Einhüllenden  der  Charakteristiken 
h  =  const.,  also  nach  der  Bückkehrkiirve  unserer  Flachenschar 
b  =  const.  Nach  Nr.  282  berührt  diese  im  allgemeinen  wieder 
die  Charakteristiken.  Um  sie  zu  finden,  müssen  wir  von  einer 
bestimmten  Charakteristik  b  zu  einer  benachbarten  b  +  db 
übergehen  und  den  Ort  ihres  Schnittpunktes  bestimmen.  Ist 
da  das  db  entsprechende  Differential,  so  folgt,  daCs  der  Schnitt- 


(7) 


dx 
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punkt  den  GFleichungen  (2)^  (6)  und  den  folgenden  drei  genügen 
mulB: 

3^da  +  ^d6  =  0,    ^da  +  ^dh^O,    ^da  +  -^dh^O. 

Es  ergiebt  sich  also  das  System  Ton  yier  GFleichtmgen: 

(8)  ®==o,    y==0,    ^:^  =  -^:-^-^:-^ 

zur  Bestimmung  der  Bückkehrknrve.  Da  die  letzten  beiden 
Gleichungen  wieder  ein  Verschwinden  yon  Fnnktionaldeter- 
minanten  bedenten,  ist  die  Bückkehrkorre  unabhängig  yon 
der  speziellen  Wahl  der  Flachenschar^  durch  die  man  sie 
bestimmt.  Wir  wollen  sie  die  Brennlinie  der  Kongruens  nennen. 
Von  einer  Kurve  (a^  V)  der  Kongruenz  kann  man  immer 
zu  einer  benachbarten  (a  +  da^  h  +  dh)  übergehen^  welche  die 
erste  trifft.  Die  Koordinaten  des  Trefi^unktes  (x^  y,  z)  müssen 
nämlich  den  vier  Gleichungen: 

(9)  *=0,    !F=0,    ||da  +  ||d6  =  0,   ^-^da  +  ^-^dh  =  0, 

also  —  wie  die  Elimination  von  g-  ergiebt  —  den  3  Glei- 
chtmgen  (2)  und  (6)  genügen.  Der  Ort  der  Schnittptmhte  ist 
<üso  die  Brennflädie.  Das  für  ein  Wertsystem  (a,  b)  sich 
ergebende  Yerlmltnis  ^  selbst  bestimmt  die  Richtung  der 
Tangente  an  die  Integralkurve  in  dem  Punkte  (a,  b).  Diese 
ist  gleichzeitig  im  allgemeinen  Tangente  an  die  Brennfläche^ 
wie  wir  oben  sahen.  Es  legen  sich  so  an  die  oo'  Punkte  der 
Bremiflache  cx>'  Fortschreitungsrichtungen  j-y  welche  die  Tan- 
genten der  berührenden  Integralkurven  und  daher  Linien- 
elemente des  Systemes  (1)  bilden. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  man  die  Punkte  der  Brennfläche 
nicht  derart  zu  Kurven  zusammenÜEussen  kann^  dals  die  Linien- 
elemente derselben  in  die  soeben  definierten  cx)^  Linienelemente 
hineinfallen.  Ist  dies  möglich^  so  sind  die  Kurven  im  all- 
gemeinen Integralkurven  des  Systemes  (1)  und  zwar  —  soweit 
sie  nicht  zuföllig  selbst  der  Kongruenz  (1)  angehören  — 
singulare  IntegraJJmrven.  Denken  wir  uns  aus  den  Gleichungen 
(2)  und  (6);  X,  y,  z  eis  Funktionen  von  a  und  b  berechnet 
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und  in  die  beiden  letzten  Gleichungen  (9)  eingesetzt^  so  eigeben 
sich  zwei  Differentialgleichimgen  in  a  und  b;  diese  müssen 
einen  gemeinsamen  Bestandteil  haben^  weil  wegen  X==0  die 
linken  Seiten  der  beiden  Differentialgleichiingen  (9)  sich  nur 
um  einen  Faktor  nnterscheiden  können.  Setzt  man  diesen 
gemeinsamen  Bestandteil  gleich  nnll^  so  erhalt  man  eine 
Differentialgleichung: 

(10)  Jj(a,6,  g)==0 

ffir  unsere   gesuchten  Integralkurren.     Wird  diese  illusorisch, 
so  giebt  es  keine  singulären  Integralkurven  der  verlangten  Art. 
Die  Differentialgleichung  (10)  bestimmt  nun  im  allgemeinen 
eiue  Schar  von  oo^  Kurven 

(11)  b  =  f(a,c), 

sie  zerlegt  unsere  Brennfläche  in  eine  Schar  von  cx)^  singulären 
Integralkurven  des  Systemes  (1).  Der  Parameter  c  ist  die 
Integrationskonstante.  Hat  die  Differentialgleichung  (10)  ihrer- 
seits wieder  eine  singulare  Lösung  6  =  9?  (a),  welche  geometrisch 
als  Einhüllende  der  Kurvenschar  (11)  erscheint,  so  giebt  diese 
offenbar  die  Brennliuie  unserer  Kongruenz;  denn  die  00^  Kurven 
(11)  bilden  nur  eine  besondere  Schar  von  Charakteristiken  auf 
der  Brennfläche. 

730.  Einfache  Beispiele.  Wir  wollen  jetzt  einige  sehr 
einfache  Beispiele  behandeln,  die  die  verschiedenen  Möglich^- 
keiten,  die  bei  den  singulären  Integralen  vorkommen  können, 
erläutern  sollen. 

1.   Das  System: 

(1)  f==y"-l=0,     g  =  ^^-l  =  0 

hat  zu  Integralkurven  die  Kongruenz: 

^^  ^=(;^-6)2-a:*=0. 

Jedem  Wertsystem  a,  b  der  Konstanten  entspricht  also  eine 
Kurve  vierter  Ordnung,  die  in  4  durch  einen  Punkt  gehende 
Gerade  zerfäUt.     Ihr  gemeinsamer  Punkt 
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repräsentiert  also  einen  vierfachen  Pnnkt  der  Kurve.  Durch 
den  Punkt  0  gehen  z.  B.  die  vier  (Gleraden 

y  =  ±x,    z-^±Xy 

die  gegen  alle  Koordinatenachsen  gleich  geneigt  sind.  Denkt 
man  sich  zu  ihnen  durch  jeden  Punkt  der  ^jer-Ebene  4  Parallele 
gezogen;  so  entsteht  die  Kongruenz.    Die  BrenuJSache  wird^  da 

die  mehrfach  zahlende  yjer-Ebene: 

Die  Kurven  der  Kongruenz  berühren  sie  aber  nichts  die 
Breimfläche  ist  vielmehr  f&r  jene  ein  Ort  singu^rer  Punkte. 
Das  System  (1)  besitzt  also  überhaupt  keine  singularen  Integrale^ 
und  dies  bestätigeli  auch  die  Beg^hi  der  Nr.  728  ^  wenn  man 
sie  direkt  auf  das  System  (1)  anwendet.  Es  existiert  nicht 
einmal  die  Diskriminantenfläche. 

2.  Das  System: 

(1)  ^=(§9'-l  =  0'  <7=4(^-r)«.(|^)'+.»-2r.  =  0 
ergiebt  zur  Bestimmung  der  Diskriminantenfläche: 

Die  drei  Gleichungen  sind  dann  und  nur  dann  gleichzeitig 
erfüllt;  wenn: 

e{z^2r)^0,    j/=±l,    z'  =  0 

ist.  Die  Diskriminantenfläche  ist  also  eine  FULche  zweiter 
Ordnung;  die  in  zwei  zur  rry-Ebene  parallele  Ebenen  zerfällt. 
Die  Linienelemente;  die  das  System  (1)  den  einzelnen  Punkten 
der  Diskriminantenfläche  zuordnet;  haben  Fortschreitungs- 
richtungen;  welche  —  wegen  e*  =0  —  selbst  in  die  Diskrimi- 
naatenfläche  hineinfallen.  Also  zerlegt  sich  die  Diskriminanten- 
fläche in  eine  Schar  von  2*oo^  singularen  Integralkurven: 
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die  ans  allen  Geraden  der  FJIkdie  besteht^  die  mit  der  x-  und 
y- Achse  gleiche  Winkel  einschliefsen. 

Das  Yollsifindige  Integral  von  (1)  wird: 

0^ix-ay^(y^by^O 
^^^  y  =  (x  -  ay+  (y  -  by+  (z  -  r)*-  r«=  0. 

Die  Kongruenz  besteht  also  ans  cx)'  Kurven  4^'  Ordnung,  deren 
jede  in  zwei  Ejreise  zerfielt.  Man  erhalt  sie,  wenn  man  jede 
der  cx>*  Kugeln,  welche  die  Ebenen  sf  =  0  und  je?  =  2r  berühren, 
durch  die  zwei  durch  ihren  Mittelpunkt  gehenden  Ebenen 
schneidet,  die  gegen  die  Ebenen  x^O  und  y  =  0  gleichgeneigt 
sind.     Die  Brennfläche  der  Kongruenz  ergiebt  sich  aus 

Z=8(a;-a)(y-6)  =  0 

Sie  ist  also  mit  der  Diskriminantenfläche  identisch.  Diesmal 
berühren  die  Integralkurven  der  Kongruenz  die  Brennfläche. 
Es  existiert  zwar  eine  Schar  von  cx>^  singulären  Integral- 
kurven —  die  aus  der  Differentialgleichung  gefundene  — ,  aber 
das  Verfahren  der  Nr.  729  kann  sie  nicht  liefern,  weil  die 
Berührungspunkte  unserer  Kongruenzkurven  mit  der  F^he 
Doppelpunkte  der  Kongruenzkurven,  also  wieder  singulare 
Punkte  sind.  In  der  That  geht  die  Gleichung  (10)  einfach 
in  0  =  0  über.  Die  Gleichungen  der  Rückkehrkurve  werden 
ebenfalls  0  =  0.     Eine  solche  existiert  überhaupt  nicht. 

3.  Wir  betrachten  drittens  eine  Kongruenz,  deren  Eigen- 
schaften wir  aber  nur  geometrisch   —  unter  Beiseitelassung 
Fig.  9.  der   Vorkommnisse    im   Imagi- 

N'^^ ^,^  nären  —  studieren.    Eine  Kngel 

mit    dem    Radius   r    und    dem 
Mittelpunkte   0   schneiden   wir 

-Q — j ^p  durch   eine  „Äquatorebene''  31. 

In  ihr  schlagen  wir  um  0  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  2r. 
Von  jedem  Punkte  P  (Kg.  9) 
der  Peripherie  dieses  Kreises 
legen  wir  dann  den  Tangentialkegel  an  die  Kugel.  Die 
Erzeugenden  PM  aller   dieser  Kegel  bilden   die  Kongruenz, 
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die  wir  betrachten.  Ihre  Emren  sind  also  hinter  Gerade. 
Maa  kann  sich  daerjenige  System  yon  DifFerentialgleichnngen  (1) 
aufgestellt  denken,  dessen  Integralkurren  jene  Erzengenden 
sind.  Die  Kegel,  Ton  denen  wir  eben  sprachen,  geben  eine 
Art,  die  Knrren  der  Kongruenz  in  eine  FULchenschar  zusammen- 
zufassen. Ihre  Einhüllende  ist  die  KugeL  Diese  ist  also  die 
Brennflache,  die  von  den  sämtlichen  Erzeugenden  berührt  und 
dadurch  zugleich  mit  einer  Schar  von  cx>'  Linienelementen  des 
Systemes  (1)  ausgestattet  wird.  Jeder  Kegel  berührt  die  Kugel 
ULngs  eines  Yertikalkreises  mit  dem  Badius  —f  dessen  Ebene 
senkrecht  auf  der  Achse  OP  des  Kegels  steht  und  die  in  der 
Figur  zu  dem  Durchmesser  MM*  yerkürzt  erscheint.  Diese 
Yertikalkreise  sind  die  Charakteristiken  der  Kegelschar,  sie  sind 
keine  Integralkurven.  Ihre  Einhüllende  sind  zwei  ParaUel- 
kreise  MNuaA  M^N*,  deren  Ebenen  in  den  Abstanden  ±^y3 
Yon  der  Äquatorebene  sich  befinden.  In  der  Figur  sind  nur 
ihre  Durchmesser  MN,  M*N'  wiedergegeben,  in  denen  sie  die 
Ebene  der  Zeichnung  schneiden.  Die  beiden  S[reise  MN 
und  M'  N'  bilden  zusammen  die  Brennlinie  der  Kongruenz, 
die  Bückkehrkurve  unserer  Flachenschar.  Man  sieht,  dals  die 
Linienelemente  MP  der  Kongruenz  keineswegs  tangential  zur 
Brennlinie  sind,  diese  ist  also  keine  Integralkurve.  Dagegen 
kann  man,  auf  der  Kugel  yon  Punkt  zu  Punkt  fortschreitend, 
eine  Schar  von  oo^  transcendenten  Kurven  zeichnen,  deren 
Linienelemente  dem  Systeme  (1)  angehören.  Aber  nur  den 
Punkten  der  Kugel,  deren  Abstand  von  der  Äquatorebene 
kleiner  ist  als  -^VS,  entsprechen  reelle  Linienelemente, 
denen,  deren  Abstand  gröfser  ist,  aber  nicht.  Also  mufs  eine 
singulare  Integralkurve,  sobald  sie  einen  Punkt  der  Brennlinie 
erreicht,  dort  endigen  oder  wieder  umkehren.  Im  letzteren 
Falle  ist  sie  ako  eine  „Bückkehrkurve^^  im  eigentlichsten  Sinne 
des  Wortes.  Zugleich  erhellt,  dafe  die  Punkte  der  Brennlinie 
singulare  Punkte  für  die  singulären  Integralkurven  sind. 

4  Wir  wollen  schlieüslich  noch  eine  Ausartung  des  vorigen 
Beispiels  behandeln,  bei  welcher  der  Badius  des  Kreises,  auf 
welchem  die  Kegelspitzen  P  liegen,  ins  Unendliche  rückt.  Die 
Kegel  werden  dann  zu  Gjlindem.    Die  Kongruenz  besteht  aus 
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allen  TangenteiL  der  Kogd^  die  der  Äqoaiorebene  parallcil  sind. 
Die  Gharakteristikeii  der  Gylinder  werden  die  Meridiane  der 
Engel;  die  Brennlinie  artet  ans  in  die  beiden  Pole^  dnrch  die 
cx>^  horizontale  Fortschreitangsrichtungen  hindurchgehen,,  die 
gleichzeitig  die  Engel  berühren  nnd  dem  Systeme  (1)  angehören. 
Die  Eoordinaten  der  Pole  werden  also  das  System  (1)  bei 
willkürlichem  ^,  sl  erfüllen,  nnd  zugleich  können  sie  als 
partikulare  nnd  als  singulare  ausgeartete  IntegralkurYen  anf- 
gefa&t  werden.  Die  cx>^  Integralkurren,  zu  welchen  die 
oo'  Linienelemente  der  Engel  sich  zusammenreihen,  werden 
die  Parallelkreise  der  EugeL 

Die  Formeln,  die  im  yorigen  Beispiele  ziemlich  kompliziert 
sein  würden,  werden  jetzt  so  ein£Ekch,  dals  wir  sie  direkt  aus 
der  Anschauung  ablesen  können« 

Die  Tangente  im  Eugelpunkte  (a,  6,  c)  wird: 

©  =  aa?  +  6y  +  cj9  —  r*—  0 

y  =  z  —  c  =0, 

Es  folgt:  . 

c 
zur  Bestimmung  der  Brennfläche: 

Die  Differentialgleichungen: 

c 
ergeben  als  gemeinsamen  Bestandteil  die  oo^  singularen  Integral- 

a*-f  6*=  consi, 
also  die  Parallelkreise. 

Als  singulare  Integrale  dürfen  aufgefalst  werden  die  Pole 
a  =  0,     &  =  0,    r  =  ±  c, 
für  welche  dy=0  bei  beliebigem  da  :  db  erfüllt  ist.    Für  sie 
ist  gleichzeitig  ^^  ^  ^Ma  +  adh  _  ^ 

c 
Sie  sind  also  zugleich  die  Bückkehrkurven. 
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'  781.  Bas  der  Clairantsohen  G-leiohimg  analoge  System. 

In  den  beiden  letzten  Beispielen  waren  die  Integralkorven  der 
Eongraenz  lauter  gerade  Linien.  Wir  fragen  jetzt  allgemein 
nach  der  Form  nnd  den  Eigenschafben  derjenigen  Systeme  Ton 
Differentialgleichungen^  deren  partikulare  Integrale  sämtlich 
durch  gerade  Linien  dargestellt  werden.  Haben  wir  nur  eine 
Differentialgleichung  erster  Ordnung^  so  entnehmen  wir  der 
Nr.  711  y  dafs  sie  gerade  die  Glairautsche  Form  haben  mulB^ 
wemi  ihre  Integralkurren  gerade  Linien  sein  sollen.  Wir 
kömien  also  das  von  uns  gesuchte  System  als  ein  Analogen 
znr  Clairautschen  Gleichung  auffassen. 

Wir   denken   uns   die   Gleichungen   der  Geraden  nach   y 
nnd  g  aufgelost;  danu  ist  die  Kongruenz  durch  die  Gleichungen 


i0^y-ax  +  (p(a,  6)  =  0 
^^  1  y  =  0-hx  +  tia,  b)  =  0; 

q)  und  iff  sind  gegebene  Funktionen  der  Integrationskonstanten 
{a,  V),  die  man  sich  yorlaufig  als  eindeutige  analytische 
Funktionen  vorstellen  möge.  Die  Konstanten  selbst  geben  die 
Bichtnngskoeffizienten : 

der  Geraden.  Das  zugehörige  System  der  Differentialgleichungen: 
m  |/-  =  y-a;y'+<)p(y,/)  =  0 

unterscheidet  sich  also  nur  durch  die  Buchstaben  von  dem  der 
Integralgleichungen.  Die  Diskriminantenfläche  wird  durch 
Hinzunahme  der  Gleichung: 

(3)    Ä  =  f^^  -  /i^^^  a^  -  (9i  +  ^2)  ^  +  (Vifi  -  V2^i)  ==  0 

zu  (1)  definiert.  Setzt  man  für  1/  wieder  a,  für  /  wieder  b, 
80  wird  aus  h  die  Funktion  X,  aus  der  Gleichung  (3)  die 
Gleichung  (6).  Daher  ist  die  IHsJcrimincmtenfläche  mit  der 
Bremifläche  identisch.  Da  die  Gleichung  (3)  quadratisch  in  x 
ist,  Hegen  auf  einem  Strahl  (a,  b)  im  allgemeinen  0wei  Punkte 
(a,  b,  x)  der  Brennfläche.  Diese  besteht  also  aus  zwei  Mänteln, 
und  die   Geraden  der   Kongruenz   sind   Doppeltangenten.     Da 
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eine  gerade  Linie  keine  singularen  Pnnkte  hat^  berühren  die 
Geraden  die  Brennflache^  die  Linienelemente  des  Systemes  (1) 
sind  daher  tangential  zur  Diskriminantenflache.  Existiert  diese, 
so  giebt  es  also  anch  immer  singulare  Lösungen.  Li  der  That 
findet  man^  dals  die  Bedingungen  (5)  der  Nr.  728  identisch 
för  alle  Punkte  der  Flache  erföllt  sind.    Femer  wird: 

■^ da  +  ^ dh  '^  (—  X  +  q>i)da  +  g>^db  «  0 

K—da  +  ^db^  i^^da  +  (—x  +  ^j)  ^^  ="  0. 

Hieraus  ergtebt  sich  zunächst  x: 

dh    ,  ,  da    ,    , 

als  lineare  Funktion  von  ^ —  Einem  Punkte  (a,  6,  x)  der 
Brennfläche  entspricht  abo  im  allgemeinen  auch  nur  1  Wert 
von  j-f  durch  ihn  geht  also  auch  nur  eine  singulare  Litegral- 
kurve  hindurch.  Trotzdem  ergiebt  feich,  wenn  man  den  Wert 
von  X  aus  der  letzten  Gleichung  in  (3)  einsetzt^  eine  quadratische 
Gleichung  für  t— : 

(10  a)  g>^db^+  (g)^  —  ^^dadb  —  i>^da?=  0. 

Dies  ist  die  gesuchte  Differentialgleichung  (10).  Sie  lälst  sich 
noch  einfacher  schreiben  in  der  Form: 

(10)  r.-%- 

Diese  Gleichung  drückt  —  wie  wir  oben  sahen  —  zugleich 
die  Bedingung  aus^  dals  zwei  benachbarte  Strahlen  (a^  b)  und 
{a  +  day  b-\-db)  sich  schneiden.  Da  sie  quadratisch  ist  in  ^f 
so  gehören  zu  einem  Strahl  (a^  b)  im  allgemeinen  immer  zwei 
solche  Nachbarstrahlen;  also  auch  zwei  durch  (a^  b)  gehende 
Ebenen^  die  beide  —  wie  wir  gleich  sehen  werden  —  die 
Brennfläche  berühren.  Da  aber  x  linear  in  ^  ist^  so  muis 
die  eine  von  ihnen  in  dem  einen,  die  andere  in  dem  anderen 
Berührungspunkte  (a,  &,  x)  des  Strahles  (a,  b)  die  Brennfläche 
berühren.    Längs  den  oo^  Litegralkurven  von  (10)  ordnen  sich 
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die  Strahlen  zn  einer  Schar  Yon  cx>^  abwickelbaren  Flachen 
zusammen,  deren  Bückkehrknrven  eben  diese  Integralkarren 
sind  und  die  nnsere  Brennflache  einhüllen.  Die  eben  betrachteten 
Ebenen  sind  die  Tangentialebenen  dieser  abwickelbaren  Flachen 
imd  berühren  daher  —  wie  behauptet  —  auch  die  Brennflache. 
Betrachten  wir  aber  die  cx>^  abwickelbaren  Flachen  — 
oder  ii^end  oo^  andere  Flachen  der  Kongruenz  —  als  die 
Flachenschar,  yon  der  wir  ausgehen,  so  wird  deren  Bückkehr- 
kurye  —  also  die  Brennlinie  der  Kongruenz  —  durch  Null-» 
setzen  der  Determinante  (7)  in  Nr.  729  erhalten.  So  entsteht 
die  Gleichung: 

(7)  a!-5^J!:t-0. 

Diese  drückt  ans,  dals  die  Gleichung: 

(6)  X  =  a5»-(9i  +  ^,)a!  +  (9)itj-SP«^i)  =  0 

gleiche  Wurzeln  list.     Eliminiert  man  x  ans  (6)  tmd  (7),  so 
wird 

(8)  (9i  +  fiT  -  HVtfs  -  Vifi)  =  0 

die  Gleichung  der  Brennlinie  in  den  Koordinaten  a  und  b. 

Vergleicht  man  (8)  mit  der  Differentialgleichung  (10a), 
so  erkennt  man^  dals  die  Brennlinie  der  Kongruenz  die 
Diskriminantenkurve  dieser  Differentialgleichung  ist. 

782.  Die  Kormalen  einer  Flftohe.  Wir  betrachten  jetzt 
den  besonderen  Fall,  dafs  die  Geraden  unserer  Kongruenz  die 
oo^  Normalen  einer  Flache  Sl  sind.  Alsdann  wird  dieser  eine 
ganz  bestimmte  ^^Brennfläche^^  zugeordnet;  welche  die  Normalen^ 
einhüllen  und  die  die  Eyolutenfläche  von  Sl  heilst. 

Seien  a,  b,  c  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Flache  Sl 

ihre  Gleichung;  x,  y,  e  seien  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
der  Punkte  ihrer  Normalen.    Alsdann  wird  die  Kongruenz: 

Dabei  bedeuten  p  und  q  die  partiellen  Ableitungen  von 
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Bach  a  nnd  &,  analog  werden  wir  die  zweiten  Ableitungen  yon  ip 
nacUier  mit  r^  Sy  t  in  der  bekannten  Reihenfolge  bezeichnen. 
Will  man  das  zur  Kongruenz  (2)  gehörige  System  (1)  der 
Differentialgleichungen  haben^  so  hat  man  die  Gleichungen  (2) 
nach  X  zu  differentiieren  und  aus  diesen  2  Gleichungen  nnd 
den  Gleichungen  (2)  selbst  die  beiden  Eonstanten  a^  h  zu 
eliminieren. 

Wir  wollen  die  Punkte  {Xy  y,  e)  einer  Normalen  durch 
einen  Parameter  J2  bestinunen^  der  die  Entfernung  derselben 
Ton  dem  Punkte  (a,  hy  e)  der  Flache  Sl  bezeichnet^  in  welchem 
die  Normale  errichtet  ist.  Dabei  geben  wir  J2  das  positive 
Zeichen  auf  der  positiven  Seite  der  Flache  Sl,  das  negative 
auf  der  anderen  (Nr.  304).  Da  die  Kosinus  der  Winkel^  welche 
die  Normale  mit  den  Achsen  bildet^  durch  die  in  Nr.  304^  p.  416^ 
berechneten  Ausdrücke  gegeben  werden^  so  werden  dann 

(2a)  x-a ^  "^^      >     y_6«.^|l=, 


die  Gleichungen  der  Normalen.  Das  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzel ist  dabei  positiv  zu  nehmen.  Durch  Elimination  von  B 
kommt  man  wieder  auf  die  Gleichungen  (2).  Aus  ihnen  erhält 
man  in  bekannter  Weise  durch  partielle  Differentiation  nach 
a  und  6  die  Gleichung  (6),  X  =  0,  der  Nr.  729.  Sie  wird, 
wie  die  Nr.  731  lehrt^  vom  zweiten  Grade.  Führt  man  in  sie 
mit  Hilfe  der  ersten  Gleichung  (2  a)  wieder  den  Parameter  J2 
ein,  so  entsteht  eine  quadratische  Gleichung  für  B.  Durch 
Division  kann  man  den  Koefüzienten  von  i2'  zu  1  machen, 
dann  werden  aber  die  Koefüzienten  der  ersten  Potenz  von  B 
und  das  von  B  freie  Glied  gerade  den  Ausdrücken  gleich,  die 
wir  in  den  Gleichungen  (9)  der  Nr.  315  für  —  (B^  +  B^)  und 
jRi  und  B2  gefunden  hatten.  Also  wird  die  Gleichung  der 
Evolutenfläche  einfach: 
oder:  IP- (It,  + R,)-B  +  Il,B,^0 

(6)  iB-B,)iB-B,)  =  0', 

B^  und  jR^  bedeuteten  die  Hauptkrümmungsradien  im  Punkte 

(a,  b)  der  Fläche  Sl.    Das  heifst  aber: 
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Die  Evdutenfläche  der  Normalen  einer  Fläche  St  wird 
du/rch  die  Endpunkte  der  Haupiikriimmungsradien  der 
Flädie  Sl  gebUdd. 

Um  die  cx>^  singularen  Integralkurren  des  die  Normaleii 
charakterisierenden  Differentialgleicliimgssystemes  zu  finden, 
mnls  man  auf  der  gegebenen  Flaclie  Sl  so  Torwarts  gehen, 
dals  zwei  benachbarte  Normalen  sich  schneiden  (Nr.  729); 
d.  h.  man  mufs  die  Normalen  längs  der  Sriimmungdinien  der 
Fläche  Sl  verfolgen  (Nr.  320).  In  der  That  lehrt  auch  die 
direkte  Ansrechnnng^  dals  die  Differentialgleichung  (10a)  der 
Yorigen  Nmnmer  genau  in  die  in  Nr.  320,  Gleichung  (6),  auf- 
gestellte Differentialgleichung  der  Ej-ümmungslinien  übergeht 

Die  Brennlinie  wird  endlich  durch  die  Bedingung  charak- 
terisiert, dals  die  quadratische  Gleichung  (6)  gleiche  Wurzehi 
hat,  wie  dies  in  der  yorigen  Nummer  ausgef&hrt  wurde,  hi 
den  entsprechenden  Punkten  der  Flache  Sl  werden  also  die 
Hauptkrümmungsradien  einander  gleich.  Nehmen  wir  nun  an, 
die  Fläche  Sl  erfülle  alle  in  den  Nummern  304  ff.  an  sie 
gestellten  Anforderungen  und  biete  nicht  etwa  einen  yon  den 
in  Nr.  313  behandelten  Ausnahmeföllen,  so  folgt  aus  der  Glei- 
chung (10)  der  Nr.  317,  dals  der  Punkt  (a,  h)  ein  Nabelpunkt 
ist    Wir  sehen  also: 

Die  Fmkle  der  Brennlinie  entsprechen  den  Näbd- 
pufhkten  der  Fläche  Sl. 

Im  allgemeinen  wird  also,  soweit  man  sich  auf  reguUure 
Falle  beschrankt,  die  Brennlinie  hier  nur  aus  einzelnen 
Punkten  bestehen. 

§  4.    Dlflferentialgleiehnngen  höherer  Ordnung. 

788.  Zuriiokfühmng  auf  ein  System  erster  Ordnung. 
Ist  eine  Differentialgleichung  Ton  irgend  welcher  Ordnung  oder 
ein  Systepi  von  solchen  Gleichungen  gegeben,  so  kann  man 
dafOr  stets  ein  System  yon  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  substituieren,  indem  man  neue  Yariabele  einfahrt 
und  die  Zahl  der  Gleichungen  vermehrt,  wie  wir  schon  in 
Nr.  77  angedeutet  haben.  Denn  wenn  man  mit  x  die  un- 
abhängige Yariabele  bezeichnet,   mit  y  eine   der  abMngigen 

10* 
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xmdi  mit  m  die  höchste  Ordnung  der  Ableitungen  von  y,  welche 
in  der  gegebenen. Gleichung  oder  dem.  gegebenen  Systeme  Tor- 
kommen,  so  hat  man 

dx   ^'  dx    " '      dx      y  . 

zu  setzen.  Diese  Gleichungen  verbindet  man  mit  den  gegebenen^ 
indem  man  in  diesen 

an  Stelle  von  - 

dy      ^        d'^^^y       d'^-^y       d^       . 

dx'     dx^''"ax'^-^^'     dx"^-^'     dx« 
setzt 

Desgleichen  hat  maU;  wenn  n  die  höchste  Ordnung  unter 

den  Ableitungen  einer  anderen  Yariabelen  0  in  dem  Syst^ne 

bezeichnet;  die  neuen  Gleichungen: 

.    dx         '     5?  '  dx 

einzuführen,  nachdem  man 

an  Stelle  von 

dz       d^z         d"* 


~f        3~~i' 


dx       dx*         da;**"^       daf" 
gesetzt  hat. 

Fahrt  man  so  .fort;  so  erhält  man  ein  Systeiü;  welches 
dem  gegebenen  äquivalent  ist;  und  in  welchem  keine  Gleichung 
von  höherer  ab  der  ersten  Ordnung  ist. 

Ist  z.B.  nur  eine  Differentialgleichung  n^®'  Ordnung  gegeben: 

(1)  J'(a:,y,  y',"-y«)  =  0,  . 

SO  wird  diese  durch  die  Substitution 

(2)  *  y  =  yi;   i/^y^y'-y   y^^'-'^'^^yn 

auf  ^as  simultane  System  erster  Ordnung  zurückgeführt: 


(3) 


.Fn  =  F{x,  yi,  yj,  •  •  •  y„  yi)  =  0. 
Dieses  System  ist  der  Gleicliiuig  (1)  yollsland^  äquivalent. 
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784.  Die  Integrstipii  einer  Differentialgleioinmg'höliever 
Ordnung.  In  dem  siiniiltanen  Systeme  (8)  der  Yorigen  Nummer 
hat  die  Fmiktionaldetenninante  der  F  in  Bezug  auf  die  if  den 

Es  sei  nun  F  eine  analytische  Funktion  ihrer  Argumente  und 
(4)  x^x^y    Vi^K    %  =  &!,.•.,    y«=-&i.-i 

eine  Stelle,,  in  deren  Umgebung  sie  sich  regulär  verhält  und 
fOr  die  ^-p  nicht  verschwindet  AlsdaTiTi  giebt  es,  nach  dem 
Eiistenztheorem  der  Nr.  722,  n  Funktionen 

Vi  ^  Vi  (p^r  hf  hf  •  ••  &ii-l); 
/^\  »2  =  9«  (^;  hf  ftiJ  •  •  •  ^n-i); 

yn^'Vnix,   &0J  &i,  ...&n-l), 

die  sich  in  der  Umgebung  von  x^Xq  regulär  verhalten,  für 
welche  die  y  die  durch  (4)  bezeichneten  ,,  willkürlichen  Anfangs- 
werte^'  annehmen  und  die  eine  vollständige  Losung  des 
Systemes  (3)  darstellen.  Hieraus  folgt,  dals  die  Differential- 
gleichung 

(1)  F(x,y,i/,...yM)  =  0 

durch  eine  reguläre  analytische  Funktion 

(5a)  y^9i(P^y  K  &i,  ...&«-i) 

dF 
befriedigt  wird,   solange  F  selbst  regulär  und  — rp.  von  null 

verschieden  ist:  Die  Gleichung  (5  a)  nennen  wir  eine  voUr 
ständige  Lösung  der  Differentialgleichung  (1),  weil  sie  n  will- 
kürUche  Konstante  enthält;  bi  ist  der  .„ Anfangsweirt^',  den  die 
•^  Ableitung  von;  y  an  der  Stedle  Xq  annimmt  Die  Anfangs- 
werte von  j         f^    i\ 

y,  j/,...y(""-'^ 

können  also,- abgesehen  von  den  Beschränkungen  des- Existenz- 
theorems, willkürlich  vorgeschrieben  werden. 

Hat  man  irgend  eine  Gleichung  zwischen  x^  y  und  n 
■willkürlichen  Eonstanten  C^<,  (7^, . . .  C«: 

v{^,  y>  Ol,  ci,...Cn)  =  o,  . 
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80  nennt  man  sie  ein  Integral  von  (1),  wenn  die  ans  ihr  and 
durch  Differentiation  herechneten  Werte  von 

die  Differentialgleichnng  (1)  identisch  fBr  beliebige  Werte  Ton 

erfBUen.    Man  sagt,  9> »  0  ist  ein  vdUständiges  Integral,  wenn 
die  Anzahl  der  willkürlichen  Eonstanten  in  ihr  wirklich  n  ist 
nnd  sich  nicht  anf  weniger  als  n  reduziert 
Sei  allgemeiner: 

eine  Gleichung,  in  welcher  m  <  n  ist  Wir  sagen,  sie  erfiäU 
unsere  Differentialgleichung  oder  ist  ein  Integral  Yon  ihr,  wenn 
die  aus  ihr  und  den  abgeleiteten  Gleichungen: 

berechneten  Werte  yon 

die  Gleichung  (1)  identisch  fBr  willkürliche  Werte 

befriedigen.  Ist  m  >  0,  so  nennen  wir  das  Integral  ein  inter- 
mediäres und,  genauer,  ein  intermediäres  Integral  m^  Ordnung 
oder  auch  ein  n  —  m^"  Integrcd  yon  (1).  Die  Existenz  solcher 
Integrale  ist  leicht  einzusehen,  man  erkennt  dabei,  dals  das 
allgemeine  intermediäre  Integral  m*"  Ordnung  von  n  —  m  tciUr 
hürluAen  Konstanten  abhangt.  In  der  That,  das  unserer  Diffe- 
rentialgleichung (1)  äquivalente  System  (3)  der  vorigen  Nummer 
wird  durch  die  vollständige  Lösung  (5)  identisch  befriedigt 
Schon  in  Nr.  723  haben  wir  darauf  aufrnerksam  gemacht,  daüs 
die  Gleichungen  (5)  sich  nach  den  willkürlichen  Eonstanten 
auflösen  lassen.    Die  Determinante: 
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§?' 

!?• 

dfx 

db*' ' 

ist,  in  der  ümgebiing  der  betrachteten  Stelle,  yon  null  yer- 
Bcliieden,  und  ihre  einzelnen  Elemente  verhalten  sich  in  dieser 
regolar. 

Wir  betrachten  eine  ünterdeterminante  yon  der  Form: 


Dr  = 


dh    '"'^K-r       ^K 


wo  n>r^»w  ist.    Für  y^,...ym+i  gelten  in  der  ümgebong 
der  Stelle  x^x^  die  Reihenentwickelnngen: 


Hieraus  folgt  för  Dr  die  Beihenentwickelnng 


4.. ..  +  5  .(^115»)''+"!.. 


(r— w)I         ' 


wo  die  Punkte  höhere  Potenzen  yon  x  —  x^  bedeuten.  Hieraus 
folgt,  dals  Dr,  wenn  r>  m  ist,  in  der  Umgebung  der  Stelle 
x^=^Xq  nicht  identisch  fär  alle  Werte  verschwindet  und,  dafs 
Dm  sogar  an  der  Stelle  x=^Xq  selbst  von  0  verschieden, 
nämlich  gleich  1  ist    Ebenso  ist  die  Determinante 
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f^  x  =  Xq  gleich  1  (s.  a.)^  also  auch  in  der  ümgebnng  dieser 
Stelle  nicht  null  Wir  können  daher  die  erste  bis  m^  Gleichung 
des  Systemes  (5)  nach  h^^,  b^,  ...&„»— i  anflosen  nnd  die  er- 
haltenen Ausdrücke  in  die  w  + 1**  Gleichung  (5)  einsetzen.  Es 
entsteht  so  eine  Gleichung  zwischen  y^, , . . y^-^i,  bmf^hn^i: 

(6)  *(a:,  yi,  yj,...y«+i;    &«,  ...&«_i)  «0. 

Diese  enthält  nun  sicher  ^«»+1.  Wäre  sie  yon  ym+i  fröi;  so 
wären  y^ . .  .J^m  nicht  m  unabhängige  Funktionen  yon  bQ,  b^ . .  .&m— i* 
Es  müJste  also  ihre  Determinante:  .    .    . 

a(6o,  &i, ... ft^_i) 

identisch  in  x  yerschwinden.  Diese  hat  aber  für  x=^Xq  den 
Wert  1  ebenso  wie  die  Determinante  Dm,  aus  der  sie  durch 
Yertauschung  yon  m  mit  m  —  1  hervorgeht. 

Die  Gleichung  (6)  ist  aber  auch  yon  keinem  der  hr  frei. 
Enthielte  -sie  br  nicht,  so  wäre  die  Determinante  Dr  far  alle  x 
in  der  Umgebung  von  Xq  identisch  null,  was  auch  aus- 
geschlossen isi 

Ebensowenig  kann  es  geschehen,  dals  die  Eonstanten 
in  (6)  nur  in  weniger  als  n  —  m  Verbindungen  yorkommen, 
so  dafs  die  Gleichung  in  Wahrheit  nur  weniger  als  n  —  m  will- 
kürliche Konstante  enthielte,  wie  dies  z.  B.  der  Fall  wäre, 
wenn  alle  b  in  ihr  nur  in  der  Verbindung 

bm+  6m  +  lH h  6n-l 

erschienen,  die  nur  als  eine  einzige  Eonstante  zählte.  Es 
genügt,  nm  dies  einzusehen,  diese  Verbindungen  selbst  an 
Stelle  einer  entsprechenden  Zahl  yon  Vs  als  neue  Variabele 
einzuführen  und  die  eben  gemachten  Schlüsse  auf  die  so  neu 
eingeführten  willkürlichen  Konstajiten  zu  übertragen.  Wir 
nennen    daher    die    erhaltene   Gleichung   (6)  .das    voUständige 
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Jede  Differentialgleichimff^  n*®'  Ordnung,  die  den  Vara/uS" 
setmngen  des  Eocistenztheorems  genügt,  besüd  ein  vollständiges 
intermediäres  Integral  von  jeder  Ordnung  m  eunschen  0  und 
n  —  1.  Ein  solches  ist  dadurch  cJuxrdkterisiert,  dafs  es  eine 
DifferentialgleicJmng  genau  m*«'  Ordnung 

mü  n  —  m  wesenüidien  Konstanten  bm,  "-  hn—i  darstellt^  wdche 
die  gegebene  DifferenUalgleichung  für  untOcürliche  Werte  dieser 
Konstanten  erfüllt 

Irgend  eine  Lösnng^  welche  ans  einer  Tollsi&idigen  Losung 
durch  Spezialisierung  der  willkürlichen  Konstanten  hervorgeht^ 
heüjst  eine  partikulare.  Ist  dies  nicht  der  Fall^  so  heilst  sie 
eine  singulare.  In  demselben  Sinne  spricht  man  von  partikularen 
und  singularen  Integralen.  Für  die  singulären  Lösungen  muls 
das  Ezistenztheorem  yersagen^  also  —  soweit  die  Funktionen 
regulär  bleiben  — 

identisch  in  x  yerschwind^i. 

785.  Singulare  Lösungen.  Den  Betrachtungen  des  §  3 
entsprechend;  beschranken  wir  uns  bei  den  singularen  Lösungen 
von  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  auf  diejenigen 
zweiter  Ordnung.  Dabei  können  wir  uns  sehr  kurz  fassen; 
denn  es  handelt  sich  nur  um  die  Anwendung  des  §  3  auf  ein 
spezielles  System.     Der  Differentialgleichung  2*"  Ordnung: 

(la)  F(x,y,y\if')^(i 

ist  nämlich  äquiyalent  das  System: 

[/{a^,  y,  ü,  y',  /)  =  F{x,  y,  y',  /)  =  0 
Xgi^,  y,  g,  y',  /)  =  y'  -  «  =  0. 

Die  Gleichung  (3)  der  Nr.  728  reduziert  sich  —  wie  wir 
auch  bereits  aas  dem  Yorhergehenden  schliefsen  können  —  auf: 

(3a)      -  .       lf  =  0. 


a,    i: 
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Sie  hat  mit  (la)  zusammengenommen  im  allgemeinen  eine 
Gleichung  zwischen  x,  y,  1/  zur  Folge, 

die  aus  der  Gleichung  der  Diskriminantenfläche  entsteht,  wenn 
man  e  durch  ^  ersetzt.  Geometrisch  bedeutet  diese  Gleichung, 
dafs  aus  den  00^  Linienelementen  {x,  y,  f/)  der  rrj^-Ebene  eine 
Schar  von  00'  Linienelementen  herausgehoben  wird,  die  sich 
durch  Projektion  der  00*  Linienelemente  des  Systemes  (1) 
ergeben,  mit  denen  die  Diskriminantenfläche  besetzt  ist. 

Die  Bedingungen  fUr  die  Existenz  singularer  Lösungen 
des  Systemes  (1),  (vergl.  die  Gleichungen  (5)  der  Nr.  728), 
reduzieren  sich  auf  die  eine: 

/R  \  dF  ,   dF  f  ,    dF   ff       ri 

(5*)  di  +  d^y  +  w^  ^^' 

Sie  drückt  die  Forderung  aus,  dafs  die  Schar  von  00*  Linien- 
elementen ^,  »\      /% 

ein  im  allgemeinen  singuläres  erstes  Integral  darstellt.  Sie 
bestimmt  jedoch  nur  dann  y",  wenn  nicht  ött  auch  noch  yer- 
schwindet.  Ist  dies  der  Fall,  so  mufs  man  noch  weiter  diffe- 
rentiieren,  um  die  Bedingung  daftir  zu  erhalten,  dals  y''  der 
Gleichung  (la)  genügt,  also  dafür,  dafs  i2»0  ein  Integral 
von  (la)  ist. 

Sei 
(2a)  9{x,  y,  a,  6)  =  0 

ein  vollständiges  Integral  von  (la).  Dann  wird  die  vollständige 
Lösung  von  (1)  durch  die  Gleichungen 

*  =  0(x,  y,  a,  6)  =  0 

gegeben.     Diese  spezielle  Form  erhalten  also  die  allgemeinen 
Gleichungen  (2)  der  Nr.  729  in  unserem  Falle. 
Sei  nun  _ .  .       ^ 

Ä(^^  y,  ^)  =  0 

die  Brennfläche  der  Kongruenz,  welche  die  Integralkurven  des 
Systemes  (1)  definieren.    Wird  sie  von  den  Integralkurven  (2) 
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wirklich  berührt,  und  stellt  sie  nicht  einen  Ort  singoUo'er 
Punkte  fOr  diese  dar,  so  ,,erf&llt''  die  Gleichung 

unsere  Differentialgleichnng  (la)  in  dem  früher  definierten 
Sinne,  sie  ist  ein  erstes  Integral  von  ihr. 

Einer  Fläche,  welche  oo^  Integralkurren  des  Systemes  (1) 
znsammenfaJbt,  entspricht  bei  der  Differentialgleichnng  (la) 
ein  partikulares  erstes  Integral.    Die  Gleichnng 

Ä(a?,  y,  !/)-0, 

die  wir  eben  abgeleitet  haben,  definiert  also  die  Einhüllende 
einer  Schar  yon  oo^  partikularen  ersten  Integralen  yon  (la). 
Dabei  folgt  aus  der  Nr.  729,  dafs  wir  jedesmal  zu  demselben 
singularen  Integrale  A  =  0  kommen,  ganz  gleichgiltig,  welche 
einfach  unendliche  Schar  yon  ersten  Integralen  wir  zu  seiner 
Bestimmung  benutzt  haben. 

Die  Gleichung  i2  =  0  ist  selbst  wieder  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung.  Jede  partikidare  Lösung  yon  ihr 
ist  auch  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung (la);  denn  da  sie  —  wie  wir  annehmen  —  (la)  erfüllt, 
so  befriedigen  die  aus: 

berechneten  Werte  i/  und  y"  die  Gleichxmg  (la)  identisch  für 
beUebige  x,  y.  Dieser  Schlufs  yersagt  aber  für  die  singulare 
Lösung  yon  H^^Oy  wenn  eine  solche  yorhanden  ist.  Denn 
far  eine  solche  yerschwindet  -ft-j  ebenso  wie 

da  .  da  j 

j^  +  j^y 

nach  Nr.  666  längs  der  ganzen  Kurye,  man  kann  also  y''  gar 
nicht  aus  der  eben  hingeschriebenen  Gleichung  berechnen. 
Die  singulare  Lösung  eines  singularen  Integrals  braucht  also 
keine  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  zu  sein. 
Wir  erULutem  dies  durch  ein  Beispiel. 


156  Drittes  Kapitel. . 

780..  Ein  Beispiel  von  Lagrange«  -Wir  behaadeln  die 
Gleichung: 

(1)  (p^y  —  ax^  —  bx  —  4a*  —  &*  «=  0, 

welche  Lagrange  in  seinen  Legons  sur,  le  ixicul  des  foncHons 
betrachtet  hat;  a  und  ^  sind  zwei  willkürliche  .Konstanten. 
Aus  derselben  folgt: 

(2)  g-2aa!~&  =  0. 
Die  Elimination  Ton  h  ergiebt: 

(3)  [gl)  +  ^S  -  y]  - « (4^11 +^)  +  4«*(i  +  ^ = 0, 

.und  die  Elimination  von  a: 

Femer  liefert  die  Gleichung  (2): 
(5)  |^_2a=0,  . 

^        2  dx* 

Tnlgt  man  diesen  Wert  von  a  in  die  Gleichung  (3)  ein,  so 
wird: 

w^-a+«^©*-(ä-ii+T)S+(i)'+«3i-»-'>- 

Die  Gleichung  (6)  ist  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung.  Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  ihre  ersten 
Integrale,  die  Gleichung  (1)  ihr  voUstandigßs.  /  Drückt  man 
die  Bedingung  aus,  dafs  die  Wurzeln  a,  der  Gleichung  (3) 
oder  die  Wurzeln  b  der  Gleichung  (4)  gleich  werden,  so  findet 
man  das  singu^re  Integral  der  Gleichung  (6),  nämlich: 

TO        «-(3|)'+(«+t)s|-(1+'^!'-S-0- 


Will  man  diese  Gleichung  (7)  aus  der  Differentialglei- 
chung (6)  gewinnen,  so  hat  man  diese  letztere  zu  differentiieren; 
man  erhält: 


W^+'^B—'d-xl-o- 
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Setzt  man  den  Koeffizienten  Yon  .^  gleich  null,  so  folgt: 

(8)  a+'^B-'U-r-O' 

endlich  ergiebt  die  Elimination  Yon  j-^  ans  den  Gleichungen 
(6)  nnd  (8)  die  Gleichung  (7),  welche  wir  yermittelst  der 
ersten  Integrale  bestimmt  haben. 

Löst  man  die  Gleichung  (7)  nach  ^  auf,  so  findet  man: 


was  man  auch  schreiben  kann: 

8^  +  4af+2««  

Der  erste  Teil  der  linken  Seite  ist  die  Ableitong  yon 

während  der  zweite  Teil 
die  Ableitung  yon 

ist.  Also  erhält  man  das  singolare  erste  Integral  (7)  durch 
Differentiation  der  Gleichung: 

(9)     yi&y  +  4:(x?^a^-xyi  +  a^-l{<c+y\  +  a^)  =  S, 

wobei  H  eine  willkürliche  Eonstante  bezeichnet^  d.  h.  die 
Gleichung  (9)  ist  das.  yollstandige  Integral  dieser  singularen 
Lösung. 

Für  irgend  einen  Wert  der  Eonstanten  H  stellt  die  Glei- 
chung (9)  zugleich  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (6) 
dar.  Aulfierdem  hat  aber  die  intermediäre  Gleichung  (7)  noch 
das  sii^uläre  Integral: 

l&y  + 4.0^+0^^0,    abo     y  =  -  ^  -  g. 

Dieser  Wert  yon  y  befriedigt  zwar  die  Gleichung  (7), 
aber  nicht  die  Gleichung  (1). 


a)         l; 
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787.  Eine  besondere  Elasse  von  DifTerentialgleiohnngen« 

Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  will  ich  nur  noch  einige 
summarische  Bemerkungen  über  eine  Klasse  von  Differential- 
gleichungen beliebig  hoher  Ordnimg  anführen,  welche  znerst 
Ton  Lagrange  behandelt  worden  sind  und  deren  Theorie  ans- 
fährlich  in  einer  Abhandlung  im  18.  Bande  des  JoumdL  de 
Maüiemaliques  pures  et  apfiiquees  Yon  mir  entwickelt  worden  ist. 
Es  seien  x,  y  zwei  Yariabele,  y\  y'\ ...  die  successiyen 
Ableitungen  von  y^  a  und  ß  zwei  willkürliche  Konstanten. 
Wenn  die  beiden  Gleichungen: 

zwei  erste  Integrale  derselben  Differentialgleichung  F»0  sind 
und  aus  denselben  durch  Elimination  von  j^")  eine  Gleichung: 

(2)  /'(a;,  y,y',...y(«-^),  «,/?)- 0 

folgt,  so  ist  diese  letzte  ein  zweites  Integral  der  Gleichung 
F=«  0.  Die  nämliche  Gleichung  (2)  ist  nun  ein  erstes  Integral 
der  Gleichung: 

(3)  J-Cv,  ^)  =  0, 

wobei  F  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet,  wenn  man  in 
jener  a  und  ß  ab  Konstante  betrachtet,  die  untereinander 
durch  die  Gleichung: 

(4)  F{a,ß)=^0 

yerbunden  sind.  Denn  wenn  man  die  Gleichung  (2)  und  die 
aus  derselben  durch  Differentiation  abgeleitete  nach  a  und  ß 
auflöst,  so  findet  man  nach  unserer  Annahme 

und  weil  man  voraussetzt,  daTs  a  und  ß  durch  die  Gleichung  (4) 
yerbunden  sind,  so  ist  klar,  dafs  die  Gleichung  (3)  befriedigt  ist. 
Um  nun  das  singulare  Integral  der  Gleichung  (3)  zu  er- 
halten, kann  man  ihr  erstes  Integral  (2)  anwenden.  Setzen 
wir  yoraus,  dafs  dieses  Integral  auf  solch  eine  Form  gebracht 
ist,  dafs  die  Ableitung  — tj^xs  iiicht  unendlich  werden  kann, 
so  genügt  es,  die  Gleichung  (2)  nach  der  willkürlichen  Kon- 
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stanten  a  zu  differentiieren,  indem  man  dabei  ß  als  Funktion 
von  a  ansieht;  alsdaTiTi  folgt: 

^da  +  ^dß^O. 
Andererseits  ergiebt  die  Gleichnng  (4): 

'^da  +  '^dß^O, 
und  hieraus  folgt  durch  Elimination  yon  ^: 

Diese  Gleichung  ist  das  gesuchte  singulare  Integral 

Wir  empfehlen  dem  Leser^  sich  diese  Entwickelungen  fBr 
den  Fall  n  =:  1  auf  Grund  der  in  Nr.  735  gegebenen  Aus- 
einandersetzungen auch  geometrisch  klar  zu  machen. 

788.  Erstes  Beispiel.  Es  soU  eine  Aene  Kurve  bestimmt 
tDerden,  tcenn  die  Kurve  ihrer  Krümmungsmittdpuhkte,  ihre 
Evol/uie,  gegeben  ist. 

Bezeichnet  man  mit  x,  ff  die  Koordinaten  der  gesuchten 
Eurre,  mit  Oj  ß  die  der  Erümmungsmittelpunkte,  so  ist  (Nr.  198): 


■+®^»  -_„'+©' 


Ist  also: 
(2)  -F(«,  Ä-O 

die  Gleichung  der   gegebenen  EurvO;  so   ist  die  DifPerential- 
gleichung  des  Problemes: 


(3) 


X ji- TV 


av 


d*y       dx      '  ^      d^ 
dx*  dx*     J 


:0; 


sie  ist  von  der  zweiten  Ordnung.  Betrachtet  man  aber  a  und  ß 
als  willkürliche  Konstanten^  so  sind  die  Gleichungen  (1)  zwei 
eiste  Integrale  der  nämlichen  Gleichung  dritter  Ordnung: 

w  (i+3)g+».-^(S)'-o- 
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Man  hat  hier  also  den  im  vorigen  Piu-i^praphen  behandelten 
Fall.  Eliminiert  man  ^  zwischen  den  Gleichungen  (1)^  so 
erhalt  maa: 

(5)  („_a;)  +  (/l_y)g-0, 

und  diese  Gleichung  ist  ein  erstes  Integral  der  Gleichung  (5)^ 
wenn  a  und  ß  zwei  Konstanten  sind;  die  miteinander  durch 
die  Gleichung  (2)  verbunden  sind.  Die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (5)  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  die  Ableitung  von 

bezeichnet  man  ako  mit  i2  eine  neue  willkürliche  Eonstante, 
so  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (3): 

a  und  ß  sind  durch  die  Gleichung  (2)  verbunden.  Die  voll- 
ständige Lösxmg  des  vorgelegten  Problemes  ist  also  gegeben 
durch  einen  Ereis  mit  willkürlichem  BadiuS;  dessen  Mittel- 
punkt ein  willkürlicher  Punkt  der  gegebenen  Kurve  ist.  Im 
Sinne  der  Geometrie  aber  ist  dieses  nicht  die  eigentliche 
Lösung;  vielmehr  ist  diese  nichts  anderes  als  das  singulare 
Integral  der  Gleichung  (3).  Um  dieses  zu  erhalten^  muJs  man 
die  Gleichung  (5)  differentüereU;  indem  man  a  und  ß  als  die 
einzigen  Yariabelen  betrachtet.    Dies  ergiebt: 

W,  llfl  +  1-0- 

Der  Quotient  -^  mufs  aus  der  Gleichung  (1)  berechnet 
werden.  Diese  Gleichung  (6),  welche  nur  von  der  ersten 
Ordnung  ist;  mufs  man  ansetzen;  wenn  man  die  Evolventen 
der  gegebenen  Kurve  bestimmen  will. 

739.   Zweites  BeispieL     Es  scUm  die  Krümmungshmven 
einer  Fläche  zweiter  Ordntmg  mit  Mittdfpfmkt  geftmden  werden. 
Die  Gleichung  der  gegebenen  Flache  sei: 
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Die  Differentialgleichung  der  Projektionen  derSj*ümmiing8- 
kurven  auf  die  :ry-Ebene  wird  dann^  wenn  man  dy  —  t/dx 
setzt  (Nr.  339): 

oder: 

(3)  a-ß-h^^O, 

mdem  man 

eisfOhrt.  Betrachtet  man  nnn  a  nnd  ß  als  willkürliche  Eon- 
stanten, so  ei^eben  diese  beiden  Gleichungen  übereinstimmend 
durch  Differentiation: 

sie  sind  also  die  zwei  ersten  Integrale  dieser  Differential- 
gleichmig,  und  folglich  kann  man  auf  die  Gleichung  (2)  das 
Theorem  der  Nr.  737  anwenden.  Eliminiert  man  i/  zwischen 
den  Gleichungen  (4),  so  folgt: 

da  a  und  ß  durch  die  Gleichung  (3)  yerbunden  sind,  so  setzen 
wir  a  =  ^*,  ß=z  fi^—  6«,  und  die  Gleichung  der  Projektionen 
der  Erümmungskurven  wird  schliefslich: 
(S)  Ca:'  (c'-ft'jy«  . 

^^  pV'      (9"-&*)0**-&')  ""  ' 

wobei  [i^  die  willkürliche  Konstante  ist. 

Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  q  und  [i  symmetrisch 
ist;  so  stellt  sie  auch,  wenn  man  q  als  einen  yariabelen  Para- 
meter und  [i  als  eine  bestimmte  Gröfse  betrachtet,  die  Pro- 
jektionen der  Erümmungskurven  der  Flache: 

dar;  und  wenn  man  gleichzeitig  den  Grofsen  q  und  [i  be- 
stimmte Werte  beilegt,  so  repiasentiert  die  Gleichung  (5)  die 
Projektion  einer  Krümmungskurve,  die  den  Flächen  (1) 
und  (6)  gemeinsam  ist,  die  also  den  Durchschnitt  dieser  beiden 
Flachen  bildet. 

Serxet,  Diff.- u.  Integral -Bechnimg.  HL  2.  Atifl.  H 
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Wenn  in  der  Gleichung  (1)  q>  c>b  angenommen  wird, 
so  muls  [i  zwischen  c  und  b  gelegen,  oder  kleiner  als  b  sein, 
damit  die  beiden  Flächen  sich  schneiden.  Hieraus  schliefst 
man,  dals  die  drei  Gleichungen: 

^  4.  y  4.  ^'  —  1 

X'  ,      y'  z' . 

x^  __     y* g*     _  -. 

in  denen  b  und  c  >  &  bestimmte  Konstanten,  q,  ^l,  v  drei 
yariabele  Parameter  sind,  q  zwischen  oo  und  c,  [i  zwischen 
c  und  &,  V  zwischen  b  und  0,  ein  System  yon  drei  Mächen- 
familien  darstellen,  so  dafs  jede  Fläche  der  einen  Familie  von 
allen  Flächen  der  beiden  anderen  in  ihren  Erümmungskurven 
geschnitten  wird,  eine  Eigenschaft,  welche  wir  yermittelst  des 
Dupinschen  Theorems  bereits  bewiesen  haben  (Nr.  332). 

740«  Drittes  Beispiel.  Die  bereits  in  Nr.  711  erledigte 
Glairautsche  Gleichung: 

gehört  auch  zu  der  hier  behandelten  Klasse;  denn  die  Glei- 
chungen ^y^  dy 


dx-->  y-^di'^p'- 


=  a. 


in  denen  u  und  ß  willkürliche  Konstanten  sind,  sind  die  ersten 
Integrale  der  Gleichung 

dx*      "• 

Eliminiert  man  -^f  so  erhält  man: 
dx 

y=^ax  +  ß, 

und  dies  ist  das  vollständige  Integral  der  yorgelegten  Gleichung, 

wenn  man  dabei  zwischen  a  und  ß  die  Gleichung 

^ =/■(«) 

annimmt.    Das  singulare  Integral  erhält  man  durch  Elimination 
yon  u  aus  den  Gleichungen: 

y  =  ax  +  f(al     0  =  x  +  f'(a). 


Viertes  Kapitel. 

Die  Integratioii  der  DifferentialgleichTmgen 
höherer  Ordnung. 


§  1.  Einfache  FiUle. 

741.  Wiederholte  QuadratnreiL  Alle  Falle  der  gewohn- 
liclien  Differentialgleichungen  lassen  sich^  wie  wir  sahen^  wie 
grob  anch  die  Zahl  der  Yariabelen  sein  mag^  auf  den  Fall 
einer  Differentialgleichung  von  bestimmter  Ordnung  zwischen 
zwei  Yariabelen  zurückführen.  Nachdem  wir  die  bekannteren 
Resultate  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  erster  Ordnung 
entwickelt  haben^  müssen  wir  nun  Gleichungen  höherer  Ordnung 
betrachten.  Sieht  man  aber  hierbei  von  den  linearen  Glei- 
ehungen  ab^  die  wir  zum  Gegenstand  besonderer  Untersuchung 
im  nächsten  Kapitel  machen  werden^  so  haben  wir  für  diese 
Theorie  kein  allgemeines  Prinzip^  keine  Methode  der  Inte- 
gration^  und  die  folgenden  Entwickelungen  sind  daher  auf 
eine  sehr  kleine  Zahl  spezieller  Fälle  beschränkt. 

Wir  verweilen  zuiulchst  bei  dem  einfachsten  Fall;  wo  eine 
Ableitung  bestimmter  Ordnung  der  unbekannten  Funktion  ge- 
geben ist.  Hier  hängt  die  auszuführende  Integration  nur  von 
Quadraturen  ab.     Es  sei  also 

die  gegebene  Gleichung^  X  eine  bekannte  Funktion  von  x 
allein^  man  soll  das  vollständige  Integral  bestimmen.  Wir 
bezeichnen  mit  J/o^  ^'o^  •  •  •  ^0^"""^^  ^^  Werte,  welche  y  und 
seine  n  —  1   ersten  Ableitungen  für  x  =  0Cq  annehmen  sollen. 

11* 
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Multipliziert  man  dann  die  Gleichung  (1)  mit  dx,  so  folgt 
dnrch  Integration 


^-1 


Integriert  man  sodann  diese  Gleichnng^  so  erhalt  man: 

X 

'^^  ^Jx^dx  +  Vo^^'^Kx  -  xo)  +  yo^«-«) 


d 

dx"" 

«0 


«  2,  +  y^^^-^\x  -  x^)  +  yo^«-». 

Fahrt    man    in    derselben    Weise    fort;    so    erhalt    man 

schlielslich 

y^Xn  +  Tn-u 
wobei 

Pn-i=yo+»'o(^-^o)+-^yV^-^o)*+-  •  •+(nZi)]»o^""'^(^-^o)'-' 

ist  und  Zn  das  n  +  1**  Glied  in  der  Reihe  X,  Z^,  X^,...Zn 
bezeichnet.  Diese  Funktionen  werden  von  der  zweiten  an  für 
x^^Xq  null,  und  jede  von  ihnen  ist  die  Ableitung  der  folgenden; 
also  ist 

XX  X 

(2)  Xn  =JdxJdx . .  .Jxdx. 

Xq  Xi  Xq 

Die  Anzahl  der  auszuführenden  Integration  ist  gleich  n. 

Durch  die  teilweise  Integration  laust  sich  indessen  diese 
Formel  so  transformieren,  dafs  die  Berechnung  von  Xn  nur 
eine  einzige  Quadratur  erfordert;  es  ist 

X  X 

(3)  -2^1  =  /  Xdx     und  ebenso     X^  =  j  X^dx. 

Die  teilweise  Integration  verwandelt  nun  den  Ausdruck 
fttr  Zj  in  den  folgenden 

X  XX 

Xg  —  xXj^  —  /  -^  xdx  =  x  I  Xdx  —  /  XxdXf 

«o  Xo  Xo 
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oder  wenn  wir  die  Yariabele  unter  dem  Integral^  also  auch 
in  der  Funktion  X,  mit  0  bezeichnen: 

(4)  X^  =  f(x'-0)Xd0. 

Xo 

Bezeichnet  man  die  Yariabele  in  der  Funktion  X,  mit  t,  so  ist: 

X  X  t 

Xt^Jx^dt  =  fätj(t  -  e)Xd0, 

Xo  a?o       aRo 

wobei  in  X  an  Stelle  von  x  die  Yariabele  0  zu  schreiben  ist. 
Kehrt  man  in  diesem  zweifachen  Integrale  die  Reihenfolge 
der  Integrationen  um,  so  wird  (Nr.  577): 

XX  X 

(5)  X^=jXd0r{t  -  0)dt  =  \j{x  -  0)^Xd0, 

Ebenso  folgt  weiter,  wenn  man  die  Yariabele  in  X,  mit 
t  bezeichnet: 

X  X  t  XX 

X^=Cx^dt  =  ^jdtUt  -  eyXde=  \  jxde  j(t  -  e^ds, 


(6)  x,=  ^ßx-,yxd0. 

Aus  diesen  Gleichungen  laXst  sich  schlielsen,  daTs  Xn  von 
der  Form 

X 

Xo 

sein  wird,  und  diese  Gleichung  bestätigt  man  durch  Schluls 
von  n  auf  n  + 1,  denn  es  wird  wie  vorhin,  wenn  wir  mit  t 
die  Yariabele  in  X«  bezeichnen: 

X  X  t  XX 

i^,=jx,dt=^jdtfit-zy-'xd0=j^fxdzf{t-zy-^dt, 


Xo  Xo 
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also; 

X 

Mithin  ist  das   voUstandige  Integral  der  Gleichung  (1): 

X 

P„_i  ist  ein  willkürliches  Polynom  in  x  vom  Gfrade  n  — 1. 
Dabei  ist  zu  bemerken^  dals  wir  nnter  dem  Yollstandigen 
Integrale  der  Gleichung  (6)  eine  um  x^  reguläre  Funktion  von  x 
verstehen^  deren  n  —  1  erste  Ableitungen  ebenfalls  regulär  sind, 
deren  n^  Ableitung  den  gegebenen  Wert  X  hat,  und  welche 
nebst  ihren  n  —  l  ersten  Ableitungen  für  den  gegebenen 
Wert  x^  von  x  die  beliebig  gegebenen  Werte  y^,  j/^, . . .  y^j^'^^^ 
annimmt. 

742.  ^Nener  Beweis  des  Taylorsohen  Satzes.  Nehmen 
wir  an,  dafs  die  Funktion  X  die  n**  Ableitung  /(♦*)(a:)  einer 
Funktion  f{x)  ist,  so  ist  evident,  dafs  die  Gleichung 


n-l 


ein  Integral  der  Gleichung  (1)  von  der  Beschaffenheit  ist, 
dafs  y  und  seine  n  —  1  ersten  Ableitungen  fiir  x  =  Xq  nnll 
werden.  Dasselbe  Integral  ist  aber  auch  durch  die  obige 
Gleichung  (8)  dargestellt,  wenn  man  daselbst  X=f^*^\0)  und 
Pn—i  gleich  null  setzt.    Also  ist: 

fix)  -fix,)  -^f'(x,)-(^f"{x,)-...-^^0^r'-^K'^,) 


X 


oder   wenn    man  x  =  XQ+h   und  0  =  XQ+h  —  t  unter    dem 
Integral  setzt: 
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n 


0 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  einen  neuen  Beweis  der 
Tajlorschen  Gleichung  (Nr.  425). 

748.   Gleichiingen  swiBohen  j/  und  t/'  allein.    Wir  be- 
trachten zuerst  eine  Gleichung  von  der  Form: 


(1) 

^(S-fS-o 

oder 

(2)     , 

^^p)-"' 

indem  wir  ^=^P  einfahren.     Kann  man  die  Gleichung  nach 
iß  auflösen^  und  wird: 

(3)  '£-f(^)     oder    dx  =  ^, 

80  erhält  man: 

Po 

Kann  man  femer  diese  Gleichung  nach  p  auflösen^  so  dafs 
|>  =  9(a;)    oder    dy  =  q)(x)dx 
wird,  so  folgt: 

X 

(5)  y='f<p{x)dx+C'', 

Xo 

C  ist  eine  zweite  willkürliche  Konstante,  und  die  Gleichung  (6) 
ist  das  vollständige  Integral  der  gegebenen. 

Dieses  Integral  lälst  sich  aber  auch  auf  folgendem  Wege 
ableiten,  der  immer  anwendbar  ist,  auch  wenn  die  Gleichung  (4) 
nicht  nach  p  aufgelöst  werden  kann.  Multipliziert  man  die 
Gleichung  (3)  mit  p,  so  folgt 

pdx  =  dy  =  ^y 
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also  ^ 

Po 

Das  YoUständige  Integral  ergiebt  sicli  dann  vermittelst 
der  Elimination  von  p  ans  den  Gleichungen  (4)  und  (6). 

Kann  man  die  Gleichung  (2)  nicht  nach  ^  auflösen, 
dagegen  die  Auflösung  nach  p  vollziehen  ^  so  erhalt  man  das 
Integral  auf  folgendem  Wege.     Wir  setzen 

dp 

und  nehmen  an^  dafs  die  gegebene  Gleichung  die  Form 

(7)  P  =  g>{q) 

erhält.     Dami  wird 

dp==^g)\q)dq, 
also  weil  ,  , 

q  ^  q 

ist: 

dx  =  ^dq,    dy  =  ^^^dq. 

Hieraus  folgt  durch  Integration: 

(8)  x=ß^da  +  c,  y=ß^da  +  c,. 

2o  qo 

Das  gesuchte  Integral  ergiebt  sich  aus  der  Elimination 
von  q  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen. 

Nehmen  wir  schliefslich  an,  dafs  die  gegebene  Gleichung 
weder  nach  p,  noch  auch  nach  q  aufgelöst  werden  kann,  dafs 
man  aber  p  und  q  als  Punktionen  einer  neuen  Variabelen  dar- 
gestellt hat;  derart;  dafs 

(9)  P  =  m,  a-xiß) 

ist;  so  folgt  hieraus 

und  die  Gleichungen 

dx==%     dy  =  ^ 
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werden  also: 

80  daüs   das   gesnchte   Integral   aus   den  beiden   Gleichungen 
erhalten  wird: 

744.  Ein  BeispieL  Es  soll  die  ebene  Kurve  bestimmt 
werden,  deren  Krümmungsradius  eine  Projektion  von  hmsta/nter 
Länge  auf  eine  feste  Bichhmg  liefert. 

Der  Erümmungsradins  hat  bei  rechtwinkligen  Koordinaten 
den  Wert  , 

dx'* 
und  der  Eosinas  des  Winkels^  den  seine  Richtung  mit  der 
a;-Achse  bildet,  ist 

dx 

Wählen  wir  also  die  gegebene  »feste  Richtung  zur  aj- Achse, 
80  ist  die  Gleichung  des  Problems 


:['+©1 


dy\ 

dxl        ,     ,  _ 

=  a, 


dx^ 
wobei  a  die  gegebene  Länge  bedeutet.     Setzt  man 

dx     P' 
ßo  wird  diese  Gleichung 

dp^p(X±P^^ 
dx  a 

dx dp       dp        pdp 

dy dp 
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Integriert  man  diese  und  bezeichnet  mit  Xq,  y^  willkürliche 
Eonstanten;  so  folgt: 

^Il^^Z      P     ,    ?^^^==arctang«, 
und  die  Elimination  von  p  ergiebt: 


«-«« 


^i  ,ü,yi:yo. 


a  a 


746.   Gleiohiuigen  iwisohen  y^**)  und  y<''+^)  allein«     Wir 
betrachten  nnn  die  allgemeinere  DifiPerentialgleichang: 

die  sich  ffir  , 

auf  die  Form 

reduziert.    Nehmen  wir  an,  dals  diese  Gleichung  nach  ^  auf- 


(3)  '£-m 


gelöst  ist;  so  dafs 

(3) 

wird,  so  folgt  durch  Integration: 

Po 

Kann  dann  diese  Gleichung  nach  p  aufgelöst  werden,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

„  =  X     oder     f^.  =  X, 

wobei  X  eine  gegebene  Funktion  von  x  mit  einer  willkürlichen 
Eonstante  ist.    Dies  ist  der  in  Nr.  741  behandelte  Fall. 

Eann   aber    die   Gleichung   (4)    nicht  nach  p    aufgelöst 
werden,  so  hat  man  gemäfs  der  Gleichung  (3): 

jCp*^^y         j        pdp 
daf"-^      ^  fip) 
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also: 


Ho 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


J  f 


p 


1*0 

80  kann  man  diese  Gleichnng  schreiben: 
und  hieraus  folgt: 


daf" 

Po 

fahrt  man   so   fort^   so   erMlt   man   den  Wert  von  y   durch 
Quadraturen. 

746.  GleiohTingen  Bwisohen  y  und  y"  allein«  Bei 
mechanischen  Problemen  ist  sehr  häufig  die  Kraft  oder  die 
Beschleunigung  eines  Punktes  als  Funktion  seiner  Koordinaten 
gegeben.  Es  besteht  also  für  den  Fall  der  geradlinigen  Be- 
wegung zwischen  beiden  eine  Gleichung.  Bezeichnen  wir  die 
Zeit  mit  x,  den  Weg  mit  y;  so  ist  also: 

0)  '&>)-o 

gegeben.    Läfst  sich  die  Gleichung  nach  ^-^  auflösen^  so  daTs 
wird,  so  erhalt  man  durch  Multiplikation  mit  dy: 

Die  linke  Seite  ist  das  Differential  von  —  i^j  ;  folglich  ist, 
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wenn  C  eine  willkürliche  Eonstante  und  y^  irgend  ein  Anfangs- 
wert von  y  bezeichnet: 

Vo 

Bieraas  folgert  man: 

dy 


dx  = 


y2ff(y)dy  +  G 


Vo 


nnd  femer;  da  die  Yariabelen  getrennt  sind: 


y 


dy 


^fmdy  +  G 

Vo 
Vo 

Dies  ist  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung (2). 

Im  Falle  des  oben  betrachteten  mechanischen  Problems 
heifst  die  linke  Seite  von  (3)  „die  lebendige  Kraft  des  bewegten 
Punktes"  (wenn  wir  seine  Masse  gleich  1  setzen)  und  die 
rechte  Seite  die  von  ihm  geleistete  Arbeit.  Die  Gleichung  (3) 
drückt  daher  das  „Princip  von  der  Erhaltung  der  Ejraft"  in 
dem  einfachsten  Falle  aus. 

Ist  die  ursprüngliche  Gleichung  nach  y  auflösbar^  so 
setzen  wir: 

und  es  sei 

(5)  y  =  'P©  =  9(s) 

die  aufgelöste  Gleichung.    Die  Differentiation  ergiebt: 
andererseits  ist  nach  den  Gleichungen  (4) 

also-  * 

pdp  =  q<p'(q)dq. 
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Mithin  wird 


9 

(6) 

also: 

?• 

-,  /    A 

P-^U  yi'P'i9)dq  +  C. 

'                 «0 

Die  Gleichung 

wird  folglich: 
also: 

3 

(7) 

f     ^  /     £ 

2jqq>'iq)dq  +  C 
9o 


Das  gesnehte  Integral  ist  das  Resultat  der  Elimination 
Ton  q  zwischen  den  Gleichungen  (5)  und  (7). 

747.  Anwendung  aof  das  Problem  der  freien  Sohwin- 

ergiebt: 


gongen,  ^. 


dx  dx  ^  dx         ' 

also: 

femer 

^  Vy'+c 

Mithin  wird: 


y 
xy^=J-^^^  +  const.»  Ky  +  W+C)  -  W-, 

Vo 
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C  ist  hier  eine  Eonstante.  .  Man  hat  also: 

nnd  indem  man  von  beiden  Seiten  den  reziproken  Wert  bildet: 

Subtrahiert  man  diese  Gleichnng  von   der  vorigen^   nnd 
schreibt  man  statt  ^  ^^^  öc^  einfach  C  nnd  C,  so  folgt: 

imd  dies  ist  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichong.  Ist  die  Ejraft  eine  anziehende^  also  m  eine 
negative  Zahl^  gleich  —  n^,  so  kann  man  schreiben: 

oder: 

y  =5  (7  cos  na:  +  C"  *sin  nx] 

C  und  C  bezeichnen  auch  hier  willkürliche  Eonstanten.     Man 

kann  auch  n       a  ni  a    - 

C  =  ulcosa,     C==— ulsina 

setzen;  alsdann  wird  das  Integral: 

y  =^A  cos  (nx  +  a), 
und  A  und  a  sind  die  willkürlichen  Eonstanten.     Der  Punkt 
vollführt  also  einfache  Sinusschwingungen. 

748.   Gleiohiingen  zwischen  ^'*— *>  und  y^")  allein.     Auf 
den  in  Nr.  746  behandelten  Fall  läJCst  sich  die  Gleichung 

zurückführen,  welche  nur  die  Ableitungen  —^  und  - — ^ 
enthält.    Dazu  hat  man  nur 

zu  setzen,  so  wird  die  Differentialgleichung: 
(3)  ^(3'i>)»0. 
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Die  Bestimmimg  von  p  als  Funktion  von  x  enthalt  keine 
anderen  Schwierigkeiten  als  die  der  Elimination  nnd  beniht^ 
wie  wir  gesehen  haben;  im  übrigen  anf  Quadraturen. 

Nehmen  wir  an,  daXs  die  Gleichung  (3)  nach  j^  auflösbar 
ist;  so  dafs 

w  B-ft) 

wird;  so  erhalt  man: 


d 
femer: 


i-l/^/ 


^=l/2/7(i')dp  +  C-*(l»), 


Po 

P 


Po 

Ekon  diese  Gleichung  nach  p  aufgelöst  werden;  so  läfist 
sich  y  vermittelst  der  Gleichung  (2)  durch  Quadraturen  be- 
stimmen (Nr.  741).  Ist  diese  Auflösung  aber  nicht  ausfahrbar; 
so  hat  man  wie  vorhin  (Nr.  745)  zu  verfahren;  es  ist: 

also: 

p 

Po 

Daraus  folgt  weiter: 


also: 

p 


||+0..+  Ci. 


Po 

Auf  diese  Weise  fortfahrend  gewinnt  man  den  Wert  von  y 
als  Funktion  von  p  durch  Quadraturen. 

749.  Fälle,  in  denen  sich  die  Ordnung  der  Differential- 
gleichung erniedrigt.    Die  Ordnung  einer  DifiPerentialgleichung 
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lafst  sich  immer  erniedrigen^  wemi  die  Gleichung  nicht  die 
unbekannte  Funktion^  sondern  nur  ihre  Ableitungen  enthalt. 
Denn  ist  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form: 

wobei  --^  die  Ableitung  niedrigster  Ordnung  bezeichnet^ 
welche  hier  auftritt;  so  folgt,  indem  man 

— ^  =  t> 
setzt;  eine  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  —  m,  nämlich: 

Ist  der  Wert  der  Funktion  hieraus  ermittelt,  so  erhalt 
man  y  durch  Quadraturen. 

Zweitens  kann  man  aber  auch  die  Ordnung  stets  mn 
eine  Einheit  erniedrigen;  wenn  die  unabhängige  Yariabele 
nicht  explicite  vorkommt.  Denn  wählt  man  in  der  Gleichung 
n**'  Ordnung 

y  zur  unabhängigen  YariabeleU;  so  wird  man  auf  den  vorigen 
Fall  zurückgeführt.     Setzt  man  also: 


so  erhält  man: 


dy 


ä^  ^dp^     dp^ 
dx*       dx      ^  dy 

da;»""^      dy       ~'^\dyf'^^  dy*' 

und  nach  Substitution  dieser  Werte  reduziert  sich  die  Glei- 
chung auf  die  n  -—  1*®  Ordnung.  Ist  dann  der  Wert  von  p  als 
Funktion  von  y  bekannt;  so  ist  x  aus  der  Gleichung 

P 
zu  bestimmen,  was  nur  noch  eine  Quadratur  erfordert. 
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750.   GleiohTingen,   die  in  y  und  seinen  Ableitangen 
homogen  sind.    Ist  die  Gleichnng 

homogen  in  Bezng  auf 

dy         cTy 

so  kann  man  ihre  Ordnung  um  eine  Einheit  erniedrigen  ver- 
mittelst der  Substitution: 

f%dx 

y  =  e-    , 

wobei  s  eine  neue  unbekannte  Funktion  von  x  ist.  Denn  es 
folgt  hieraus: 

und  nach  der  Substitution  dieser  Werte  lälst  sich  die  Exponential- 
funktion als  Faktor  absondern^  da  die  Gleichung  in  Bezug  auf 

^y 

homogen  ist.  Man  erhalt  sonach  eine  Differentialgleichung  ftlr  0: 

von  der  Ordnung  w  —  1.  Ist  der  Wert  von  0  bekannt,  so 
findet  man  y  durch  eine  Quadratur,  wobei  noch  eine  will- 
kürliche Eonstante  auftritt. 

Auf  diesen  Fall  lalst  sich  auch  eine  Differentialgleichung 


zurückfuhren,  welche  die  unabhängige  Yariabele  x  nicht  enthalt 

und  in  Bezug  auf 

d*y       d^ 

dy       dx*        dx^ 

dx        dy         d*y 

dx         dx^ 

Serret,  Diu-  o.  Integral -Bechnnng.  UL  8.  Aufl.  12 
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homogen  ist    Demi  setzt  man 

dx      ^' 
SO  wird: 

und  nach  der  Substitution  dieser  Werte  erhalt  man  eine 
Gleichung  n  —  1**'  Ordnung,  die  in  Bezug  auf 

dp    d*p 

homogen  ist  und  die  sich  folglich  auf  die  Ordnung  n  —  2 
reduzieren  Mst. 

75L  Gleiolitiiigen  zweiter  Ordumig,  die  in,  x,  y  und  den 
Differentialen  homogen  sind.    Es  sei 

m  F(..  y.  '£,  g)-0 

eine  Gleichung  zweiter  Ordnung,  die  homogen  ist,  wenn  man 
die  Dimensionen  von  x  und  y  gleich  1,  von  ^  gleich  0,  von 
j-^  gleich  —  1  annimmt.     Setzt  man  dann: 

(2)  y  =  ux,     ^=1,,     g  =  |, 

80  wird  die  Gleichung  nach  Substitution  dieser  Werte  die 
Yariabele  x  nicht  mehr  enthalten,  und  also  von  der  Form 

(3)  fiu,P,q)  =  0 

sein. 

Die  Gleichungen  (2)  ergeben: 

dy  =  udx  +  xdu  =  pdx,     d^y  =  dpdx  =  -  dx^] 

also: 

r  .V  dx du   dp 

^  ^  X       p—u       q 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  man  aus  der  Gleichung  (3) 

q  =  (p(u,  p) 

berechnen  kann,  so  erhält  man: 

du  dp 

p-u'^  <p(u,py 


Die  Integration  der  Differenüalgleichiiiigen  höherer  Ordnung.  179 

also  eine  DifferemtialgleichuBg  erster  Ordnung  zwischen  den 
Variabelen  p  und  u.  Hat  man  diese  Gleichung  integriert,  so 
dab  der  Wert  Ton  p  als  Funktion  Ton  u  bekannt  ist,  so  er- 
fordert die  Lösung  des  Problemes  nur  noch  eine  Quadratur, 
denn  man  erhalt  die  Gleichung: 

dx        du 

in  welcher  die  Yariabelen  getrennt  sind.  Es  wird  also  u  eine 
Funktion  Ton  x,  und  sonach  y^=^ux. 

Ist  allgemein  die  Differentialgleichung 

\j  wenn  die  Dimension  Ton  x  und  y  gleich  1,  von  ^ 
0,  von  — ^  gleich  —  (n  —  1)  gesetzt  wird,  so  lalst  sich 
dnrch  die  Transformation: 

also* 

dx  =  ^d0,     dy  =  e*(udB  +  du)y 

femer:  ,  .         ,  ^ 

dx*  ~  \ds  "^  dz*)  ^      ' 

die  Gleichung  in  eine  Differentialgleichung  zwischen  u  und  z 
transformieren^  aus  welcher  e*  herausfallt,  die  also  die  Yariabele  z 
nicht  mehr  enthält,  und  demnach  in  eine  Gleichung  n  —  !*•' 
Ordnmig  yerwandelt  werden  kann. 

§  2.    Geometrische  Anwendungen. 

752.  Erste  Aufgabe.  Die  d>enen  Kurven  m  hestimmmj 
hei  welchen  der  Emrnrmmgsradius  einer  gegebenen  Fimktion  der 
Ahscisse  gleich  ist. 

Bezeichnet  man  mit  x  imd  y  die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten, 80  ist  die  Gleichung  des  Problemes: 

dx* 

12* 
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Dieselbe  eniMlt  die  Yariabele  y  nicht  und  kann  anf  die 
erste  Ordnung  gebracht  werden^  indem  man 

dy^         d*y  ^  dp 
dx      ^^     dx*      dx 

setzt.     Alsdann  wird: 

dp dx 

Die  Integration  ergiebt: 


X 

_p rdx ,  p 


Yi+P 


Xq 

also: 


fm^" 


^     dx  /      r     X  n«     ^^ 


i/-[/* 


■^rC 
cmd  folglich  erhält  man  y  durch  eine  neue  Quadratur,  nämlich 

X 

y=>l(p(x)dx+Ci. 

Xo 

Hat  z.  B.  f(x)  den  Wert  —  ?  so  wird,  wenn  man  Xq=^0 
nimmt  und  -i  an  Stelle  von  C  schreibt: 

X 

/dx        x^  XV  a;'4-<^ 

femer: 

0 

Diese  Kurve  tritt  in  der  Mechanik  unter  dem  Namen 
„Elastische  Kurve"  auf,  ihr  Krümmungsradius  ist  der  Abscisse 
umgekehrt  proportional. 
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758.  Zmeite  Aufgabe.  Die  ^bmm  Kurven  zu  bestimmen, 
hei  wachen  der  Krümmtmgsradvus  dem  Kubus  der  Normalen 
proportional  ist. 

Bezeichnet  maa  mit  x  nnd  y  rechtwinklige  Koordinaten, 

mit  p  die  Ableitung  ^j  so  haben  Erümmungsradins  nnd 
Normale  die  Werte: 

dx 

und  die  Gleichung  des  Froblemes  ist  also: 

dp a^ 

dx~^y*' 

a  ist  eine  gegebene  Länge.  Diese  Gleichung  zweiter  Ordnung 
enthält  die  Yariabele  x  nicht;  man  hat  also  y  als  unabhängige 
Variabele  zu  wählen,  und  für  dx  den  Wert  —  zu  setzen,  so 
wird: 

Bezeichnet  man  mit  —  eine  willkürliche  Konstante,  so  folgt: 

also: 


dy^V^^     Oder     dx=Vn-jM=^ 
d«  yyii  ^      Vy*±na' 

Ist  dann  Xq  eine  neue  willkürliche  Konstante,  so  erhält  man 
x  —  Xq  =  Yn  yy^±  Wöt*     oder     (x  —  XqY  —  ny^  =  ±  w*a*; 
die  gesuchte  Kurve  ist  also  im  allgemeinen  eine  EUipse  oder 
eine  Hyperbel.    Für  den  Fall  —  =  0  bekommt  man  eine  ParabeL 

754.  Dritte  Aufgabe.  Die  ebenen  Kurven  zu  bestimmen, 
hi  wdchen  der  Krümmungsradius  proportional  der  Normalen  ist. 

Bezeichnet  man  mit  n  eine  gegebene  positive  oder  negative 
Zahl,  so  wird  die  Gleichung  des  Problemes: 

dx 
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Wir  ersetzen,  da  x  nicht  vorkommt,  dx  durch-^^  so  wird: 

P 

2p dp 2  dy 

Die  Integration  liefert,  wenn  c  eine  willkürliche  Eonstante 
bezeichnet: 

9 


ia+i>^-|c»-i'')-!(f)". 


Die  zweite  Integration  ergiebt: 
y 


-^ -/[(!)"->]  '"». 


wobei  Xq  eine  willkürliche  Eonstante,  j/q  einen  beliebig  fixierten 
Anfangswert  von  y  bedeutet. 

Der  Ausdruck  für  x  ist  ein  binomisches  Integral  (Nr.  465), 
und  dies  Integral  läfst  sich  durch  elementare  Funktionen 
darstellen,  wenn  entweder  —  oder  -^^  eine  ganze  Zahl  ist, 
also  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Die  bemei'kenswertesten 
Falle  sind  hierbei  w  =  ±  1  und  w  ==  ±  2. 

L   Für  w  =  —  1  erh'alt  man,  indem  man  y^^^c 


y 


also: 

die  gesuchte  Eurye  ist  ein  Ereis. 
2.   Für  w  =  +  1  ist: 
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also: 


tf+Vf' 


g— g» 


c 
und  bildet  man  auf  beiden  Seiten  den  reziproken  Wert: 

c 
Durch  Addition  folgt: 

die  gesuchte  Kurve  ist  also  eine  Eettenlinie  (Nr.  225). 
3.  Ist  w  =s  —  2,  80  wird: 


dx       V      y 


und  dies  ist  die  Differentialgleichung  einer  Gykloide,  bei  welcher 
der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  gleich  c  ist  (Nr.  231). 
4.  Ist  n  »  +  2;  so  hat  man: 
y 

Ü 

also:  ,         V, 

und  dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel. 

755.  Vierte  Aniisabe.  Die  Boiationsflächm  0u  bestimmen, 
ßr  welche  die  mitäere  Krümmung  in  allen  Punkten  konstant  ist. 

Bei  einer  Botationsfiäche  bilden  die  Meridiane  und  die 
Parallelkreise  die  beiden  Systeme  der  Krümmungskurven  (Nr.  349). 
Hieraus  folgt/  daCs  der  eine  Hauptkrümmungsradius  der  der 
Meridiankurve  ist^  wahrend  der  andere  gleich  ist  der  Strecke 
der  Normalen  zwischen  der  Achse  und  dem  Flächenpunkte. 

Bezeichnet  man  also  mit  22  den  ersten,  mit  N  den  zweiten 
Krümmungsradius,  so  ist  die  Gleichung  des  Froblemes: 

l  +  -i  =  i. 

a  bezeichnet  eine  gegebene  Länge.     In  dieser  Formel  haben 
R  und  N  gleiche  Zeichen  oder  entgegengesetzte,  je  nachdem 
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die  Radien  Yon  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung  sind. 
Wir  beziehen  nun  eine  Meridiankurve  auf  zwei  rechtwinklige 
Achsen^  yon  denen  die  a;-Achse  mit  der  Achse  der  Rotations- 
fläche zusammenfallen  soll.  II  und  N  bekommen  gleiche 
Zeichen^  wenn  y  und  ^^entgegengesetzte  Vorzeichen  haben, 
und  umgekehrt.     Man  mufs  also 

8 


d*y 
setzen,  und  das  Vorzeichen  von 


[!igl,  K-.y:^' 


V 


■+©• 


in  diesen  Ausdrücken  ist  dann  willkürlich.     Die  Gleichung  des 
Problemes  wird  nun,  indem  man  wiederum 


setzt: 


dx      ^^      dx*       dx  p 

dp 

4     yyi+^     « 


0-+P*) 

Um  sie  zu  integrieren,  braucht  man  sie  nur  mit  ydy  zu 
mviltiplizieren;  denn  es  wird: 


(i+pV 

und  die  linke  Seite  ist  das  exakte  Differential  Yon 

y     . 

fo^lich  erlullt  man: 

__y_  _  y'±&'. 

±  g-  ist  die  -willkürliche  Eonstante.    Hieraus  folgt: 


_V4aV-(y'±6«)« 


Die  Integration  der  Differentialgleichiingen  höherer  Ordnung.  Ig5 


y4aV-(y'±^V 


Das  Problem  ist  also  auf  eine  Qnadratnr  zurückgeführt 
Ist  die  Konstante  h  null,  so  wird  die  Differentialgleichungs 


dx 


_    ydy 


wenn  man  yon  der  Lösung  y  =  0  absieht.     Die  Integration 
giebt: 

x  —  Xq=  —  y4:a^  —  y*     oder     {x  —  a^o)*  +  y*==  4a*, 

also  einen  Kreis.    Da&  die  Kugel  eine  der  gesuchten  Flachen 
sein  muls,  ist  von  yomherein  evident. 

Setzt  man  V^ca^  wobei  c  eine  neue  Konstante  ist,  und 
lalst  man  alsdann  a  unendlich  werden,  so  reduziert  sich  die 
allgemeine  Differentialgleichung  auf  die  folgende: 

cdy      ^ 


dx  = 


hieraus  folgt: 


und 


V4y»-c«' 


2(a;-a?o)^^ 


,+y^ 


1 


[2(g--av>)  8(g-a8o)-| 

e     <^     +6        «     J. 


Diese  Gleichung  stellt  eine  Kettenlinie  dar,  welche,  wie 
wir  wissen,  der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Parabel  ist,  die 
ohne  zu  gleiten  auf  einer  festen  Geraden  rollt  (Nr.  225).  Die 
Rotationsfläche,  welche  die  Kurve  erzeugt,  indem  sie  um  die 
Abscissenachse  dotiert,  hat  die  Eigenschaft,  dafs  ihre  mittlere 
Krümmung  in  jedem  Punkte  null  ist,  d.  h.  dafe  überall  die  Haupt- 
krümmungsradien  gleich  und   entgegengesetzt   gerichtet   sind. 

Von  dieser  Thatsache  ausgehend  und  dabei  bemerkend, 
dafs  in  dem  allgemeinen  Fall,  wo  die  Konstanten  a  und  b 
unbestimmt  bleiben,  das  Integral  des  Differentiales  dx  keine 
anderen  Transscendenten  enthält,  als  solche,  die  den  Bogen 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ausdrücken,  hat  Delaunay  zuerst 
den  Gedanken  gehabt,  dafs  sich  der  Meridian  einer  Rotations- 
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flache  mit  konstanter  mittlerer  Krümmung  durch  den  Brenn- 
punkt einer  Ellipse  oder  Hyperbel  erzeugen  lassen  ma£9, 
wenn  diese  Kurven^  ohne  zu  gleiten^  auf  einer  festen  Geraden 
rollen.  Diesen  eleganten  Satz  hat  er  in  einer  Abhandlung 
im  6.  Bande  des  Jowmal  de  MafhSmatiques  fwres  et  a^iquees, 
Ser.  1  bewiesen,  und  man  kann  seine  öiltigkeit  in  folgender 
Weise  bestätigen. 

Es  sei  ^j^vl^. 

a«  "^  &«  ""  ^ 


die  Gleichung    einer  Ellipse,  bezogen  auf  ihre  Hauptachsen; 

wir  bezeichnen  mit 

Fig.  10. 

die  Entfernung  eines  Brenn- 
punktes F  vom  Mittelpunkt,  mit 
^  den  Bogen  AM  der  Ellipse, 
zwischen  dem  Scheitel  A  und 
dem  Punkte  M(af,  ^).  Im 
Punkte  M  konstruieren  wir  die 
Tangente  Ox,  tragen  von  M 
aus  die  Lange  MO  =  $'  ab  und 
ziehen  durch  0  die  Gerade  Oy 
senkrecht  zu  Oa?;  endlich  bezeichnen  wir  mit  y  das  Lot  FP 
Yom  Brennpunkt  F  auf  die  Tangente  Ox  und  mit  x  die 
Entfernung  PO  des  Fufspunktes  dieses  Lotes  vom  Punkte  O. 
Man  hat  dann,  nach  bekannten  Formeln: 


-'Vf 


+  CX'' 


x==^s 


cyy' 


Die  erste  dieser  Gleichungen  und  die  der  EUipse  bestimmen 
af  und  f/  als  Funktion  von  y.    Man  findet: 

•^  ~   c   &»  +  y' 
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Hieraus  folgert  man  leicht: 

±dM) 8a't'y«-(tHyV      ^ 

6*     vyy-'       (6»  +  y«)«V4a'y«-(6»+y*)* 
Die  Differenz  der  linken  Seiten  dieser  Gleichoi^en  ist 
nichts  anderes  als  dx,  also  ist: 

Dies  ist  die  Differentialgleichimg  der  Enrve^  welche  vom 
Brennpunkte  F  beschrieben  wird,  wenn  die  EUipse,  ohne  za 
gleiten,  anf  der  Geraden  Ox  rollt;  will  man  an  Stelle  der 
EUipse  eine  Hyperbel  einführen,  so  muls  man  —  V  statt  V 
setzen.  Diese  Differentialgleichung  ist  aber  mit  der  des  auf- 
gestellten Problemes  identisch. 

756*  Fünfte  Aufgabe.  Die  BotaMansflächm  eu  bestimmeny 
lei  todchen  die  Erümmtmg  in  aUen  Fimlden  hmstant  ist. 

Das  Ejrümmungsmafs  einer  Flache  wird,  wie  in  Nr.  318 
gezeigt  wurde,  durch  den  reziproken  Wert  des  Produktes  der 
beiden  Hauptkrümmungsradien  ausgedrückt,  also  wird  wie 
Torhin  fcir  die  Rotationsflächen: 

oder  ,, 


['+©■]■ 


y 


Dabei  bedeutet  Je  eine  positive   oder  negative   gegebene 

Zahl,  im  ersten  Falle  sind  die  Hauptkrümmungsradien  gleich 

gerichtet,    und    die    Flache    besitzt    eine    positive    konstante 

Krümmung,  im  anderen  Falle  sind  sie  entgegen  gerichtet,  und 

die  Krümmung  der  Fläche  ist  negativ.     Führt  man  wiederum 

die  Substitution 

dy 

dx-P 
ein,  so  folgt: 

dp 
Wrh"^     oder     ^^^^Icydy. 
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Also  ist: 

j^,  =  ft(y'+C)     oder    i>*=4|^' 

wenn  G  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.    Die  vollständige 
Lösung  der  Aufgabe  hängt  sonach  von  der  Differentialgleichung 


dx       y      k(y^  +  C)  yi^jc{y^+G) 

ab  und  wird  durch  die  Quadratur 


y       

°    e/yi-*(y'+' 


V  

■C) 

Vo 

erhalten.     Giebt  man  der  Ghrölse  Ä  einen  positiven  Wert  nnd 
setzt  man  die  Eonstante  C  gleich  0,  so  ist: 

mithin  ^ 

(x-Xoy+y^=Y 

Diese  Meridiankurve  ist  ein  Ereis^  die  zugehörige  Rotations- 
fläche eine  Kugel,  für  welche  das  Quadrat  des  Radius  gleich  -j-  ist. 
Ist  k  negativ,  gleich  —  m*,  und  wählt  man  C  so,  dafs 

ist,  so  folgt: 


dx 


_dyyi  —  m*y* dy mydy 


Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist: 


"      m  my  m 

Es  stellt,  wenn  wir  m  positiv  annehmen,  eine  Kurve  dar, 
welche  im  Punkte 

eine  Spitze  hat  und  daselbst  eine  Tangente  parallel  der  Ordinaten- 
achse  besitzt;  von  diesem  Punkte  aus  erstreckt  sich  die  Kurve 
in  zwei  symmetrischen  Ästen  nach  der  Abscissenachse  hin,  der 
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sie  ihre  konyexe  Seite  zuwendet  und  zn  welcher  sie  asymptotisch 
yerlänft.  Sie  hat  überdies  die  Eigenschaft;  dals  die  Lange  der 
Tangente^  d.  h.  die  Strecke  zwischen  dem  Berührnngspimkte 
und  der  Abscissenachse^  konstant  gleich  —  ist  nnd  heilst  die 
Trdkbrix. 

757.    SeohBte    Aufgabe.      Bas    allgemeine   Integral    der 
Gleichimg 

dx  daj'^^o?»  ~^ 

m  bestimmen.  Diese  Gleichung  ist  homogen  in  Bezog  auf  y, 
Y^  j-^;  man  hat  also  zu  setzen: 

und  erhält  die  Oleichung  erster  Ordnung: 

"r.  +  '^+i-'^- 

Diese  Gleichung  wird  homogen^  wenn  man 
1         ,  dt 


einführt;  denn  diese  Substitution  ergiebt 

^dz 
''dt 


i!'z^.^{z^+2t^)^0. 


Für 

z  =  uty     dz  =  udt  +  tdu 

erhält  sie  die  Form: 

dt udu      ^ 

oder  "^      u'-«'+2-" 

dt    .1     <^w    __  £    {u  —  l)du   ^3  du        ^ 

T  "^  6  ü+1        ö"  (u-l)*+l  "~  6"  (t*-l)'+l  ~ 

Integriert    man    diese    und    ersetzt    wieder    t   durch   —j 
u  durch  zx^  so  folgt: 

—  lx  +  -rZ-F====  —  T  arc  tang  (xz  —  1)  =  C 
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Nachdem  der  Wert  von  0  durch  diese  Gleichung  definiert 
ist^  wird  das  gesuchte  Integral  gleich: 

X 

Jzdx 

es  enthalt  die  beiden  willkürlichen  Eonstanten  x^  und  G. 

758.  Siebente  Aufgabe.  Die  ß&enen  Enmom  ssu  bestimmen, 
deren  Bogenlängen  prqporHonäl  den  entsprechenden  Bogen  der 
Evoluite  sind. 

Bezeichnen  wir  mit  5  den  Bogen  der  gesuchten  Kurve^ 
der  Yon  einem  willkürlich  fixierten  Punkte  an  gerechnet  wird, 
mit  Si  den  entsprechenden  der  Evolute^  mit  a  eine  gegebene 
Eonstante,  so  ist  die  Oleichung  des  Problemes: 

Si  =  US     oder     ds^  —  ads^ 

da  nun  ds^  gleich  dem  Differentiale  des  Erümmungsradius  der 
gesuchten  Eurve  ist^  so  wird 

dB  ==s  ads. 

Führt  man  rechtwioklige  Eoordinaten  ein,  so  wird  diese 
Gleichung  von  der  dritten  Ordnung;  folglich  treten  bei  der 
Integration  drei  willkürliche  Eonstanten  auf. 

Diese  Integration  läfst  sich  nun  leicht  in  folgender  Weise 
ausführen. 

Es  sei  (p  der  Neigungswinkel  der  Tangente  zur  o^-Achse; 

dann  ist:  ,^ 

B  =  — 
dtp 

und  unsere  Differentialgleichung  wird 

dB  , 

-^  =  ady; 

die  Integration  ergiebt  also: 

IB  —  Ia  =  a(p    oder    B  =  ae"*^, 

wobei  a  eine  willkürliche  Eonstante  ist.     Man  hat  also  auch 

ds  =  ae"vd(p, 
und  folglich: 

dx  =  ae^v  cos  q>dq>,    dy  =  ae^^^P  sin  ipd^. 
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Addiert  maii  diese  Gleichungen^  nachdem  man  die  zweite 
mit  i=y—  1  multipliziert  hat,  so  folgt: 
d{x  +  iy)  ==  ae^''-^^vdq>. 

Die  Integration  ergiebt,  wenn  man  mit  x^  +  iy^  eine  will« 
kürliche  Eonstante  bezeichnet: 

{x  -  X,)  +  i{y  -  yo)  «  ^•«^"+'^^- 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  zwei  andere,  und  wenn 
man  aus  diesen  den  Winkel  ^  eliminiert,  so  erhält  man  das 
gesuchte  Integral,  das  die  drei  willkürlichen  Eonstanten 
Xqj  y^,  a  enthalt.     Wir  setzen: 

femer  " '* 

X  —  x^^  Q  COS  (©  +  /i),    y  —  y^^  9  sin  (<d  +  /i). 

Dann  sind  q  und  o  Polarkoordinaten,  und  die  obige  Gleichung 
wird: 

also: 

midfolgHch  n-^^«« 

Sonach  ist  die  logarithmische  Spirale  die  einzige  Eurve, 
welche  die  in  Bede  stehende  Eigenschaft  besitzt.  Die  Yor- 
stehende  Lösung  liefert  zugleich  ein  Beispiel,  wie  man  geome- 
trische  Aufgaben  der  behandelten  Art  yerernfachen  kann. 

759«  Aohte  Aufgabe.  Die  d>enen  Kurven  zu  bestimmen, 
bei  wdcJien  der  Krümmungsradius  proportional  ist  dem  von 
einem  festen  Punkte  (msgdienden  BadiusveMor, 

Indem  wir  die  gesuchte  Eurve  als  Enveloppe  ihrer  Tan- 
genten betrachten,  wenden  wir  nach  Nr.  213  die  beiden  Glei- 
chungen an: 

XBiüfp  —  y  cos  (p=  f{(p)y 

X  cos  9>  -f  y  sin  9>  =»  f'((p), 
welche   die   rechtwinkligen   Eoordinaten    als   Funktionen    der 
Yariabelen  (p  und  f((p)  ausdrücken  lassen.     Aus  diesen  beiden 
Gleichungen  folgt  nämlich: 

X  =  f{(p)  sin  (p  +  f\q>)  cos  9?, 
y  =  -  fiv)  <^os  9  +  fiv)  sin  % 
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femer: 

dx  =  (/(9>)  +  r'(y)]  cos  ^>d^>,    dy  =  [/(y)  +  /"(?>)]  sin  ydqp, 

Vdx'+dy^^ds  =  [/(y)  +  /"(9>)](i9>. 

äs 
Da  der  Ejrümmungsradias  gleich  j-  und  der  BadiusTektor 

gleich 

ist;  so  wird  die  Differentialgleichung  des  Problemes: 


i^+/-«>^^^' 


wobei  m   eine   gegebene  Zahl  ist.     Da   diese   Gleichung   die 
Yariabele  tp  nicht  enthält,  so  setzen  wir: 

so  dais  ,-,  ^ 

wird.     Die  Integration  lälst  sich  hier  ohne  weiteres  ausführen, 
denn  es  ist  fdf+rdf  ,. 

also:  , 

Da  nun  ,- 

'    "  dq>  .       - 

ist,  so  folcrt  weiter: 

Ist  m*  <  1,  so  ergiebt  die  Integration: 

1  .    /i-w*,  ,      \ 

*"  ~  ^'  ^  yi^^«  ^^  ^"^  V"ii^  ^  "^  "^A 
Hieraus  folgt,  wenn  man 


mC 


1  —  m 

setzt: 


^  =  a,    yi  —  m^=[i 


a  und  (Pq  sind  willkürliche  Konstanten.    Die  gesuchten  Kurven 
sind  algebraisch,  wenn  fi  eine  rationale  Zahl  ist. 
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Ist  m^>  1,  so  erhält  man: 


9-9o=y=^(^  +  y<*-i); 


/~m, 


t  bezeichnet  die  Gbrölse 

mC 

und  9q  ist  eine  Konstante.     Setzt  man 
mC  ,/ — ö r 

so  wird: 

Im  Falle  w*—  1  hat  man 


df^  : 


und  hieraus^  wenn  man 

C 

setzt: 

§  3.    Sonstige  Integrationsmethoden. 

760.  Der  Multiplikator  einer  Differentialgleichting 
höherer  Ordnung.  Wir  betrachten  eine  Differentialgleichnng 
n**'  Ordnung  zwischen  den  Variabelen  x  und  y,  und  nehmen 
an^  dafs  dieselbe  auf  die  Form  gebracht  ist: 

wobei  P  und  Q  Fonktionen  von 


"  dx         daf"-^ 
sein  mögen.     Man  kann  nun  schreiben: 

und  wenn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  das  exakte  Differential 
einer  Funktion  u  von 

dy^        ä^^^y 
''  dx^  '"  da?«-i 

Seiret,  Biff.-  u.  Integral -Bechxrang.  HL  S.  Aufl.  13 
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ist;  so  ist  evident;  dafs  die  Gleichnng 

u  =  const. 

ein  erstes  Integral  der  Differentialgleichnng  (1)  ist.   • 

Wie  ancli  die  Fnnktionen  P  nnd  Q  zusammengesetzt  sein 
mögen,  es  existieren  immer  Faktoren  X,  mittelst  deren  die 
linke  Seite  der  Gleichung  (2)  das  exakte  Differential  einer 
Funktion  u  von 

dy        d^~^y 
^'  V'  dx'"  daf'-^ 
wird 

Denn  betrachten  wir  eines  der  ersten  Integrale  der  Glei- 
chung (2),  und  ist        ** 

dieses  Integral;  aufgelöst  nach  der  Eonstanten;  die  es  enthalt; 
so  erhält  man  durch  Differentiation  desselben;  indem  man  y^*^ 

an  Stelle  von  -z-^  schreibt: 

du  .   du  j  .    du    n  .  .       du       /„x      rv 

und  der  Wert  y^**);  der  aus  dieser  Gleichung  folgt;  muTs  mit 
dem  Werte,  welchen  die  ursprüngliche  Differentialgleichung, 
nämlich  ^       ^  ,,      ^ 

ergiebt,  identisch  sein;  also  ist 

dyin-D^dx^dx^  ^  dy^y  ^     ^  aj/«-«)^ 

Bezeichnet  man  also  mit  X  den  gemeinsamen  Wert  dieser 
Verhältnisse;  so  ist: 

du   .   du   f  .  ,        du       y^    IX       -  x% 

Hieraus  folgt,  dals  der  Ausdruck 

ein  exaktes  Differential  ist. 
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Mau  kann  dnrcli  eine  Überlegung,  welche  auf  Nr.  735  ff. 
Mst,  feststellen,  dafs  ein  singnlares  Integral  der  Differential- 
gleichung die  Gleichung 

i-o 

befriedigen  muTs.  Wir  beschranken  uns  indes  auf  diese  Angabe. 
Die  Bestimmung  der  integrierenden  Faktoren  bietet  indes 
im  allgemeinen  unüberwindliche  Schwierigkeiten;  es  giebt 
jedoch  Fälle,  in  denen  die  Ermittelung  sich  leicht  darbietet 
Wir  wollen  hier  eines  der  von  Euler  behandelten  Beispiele 
gebezL 

76L  Ein  Beispiel  von  Enler.  Die  Gleichung,  um  die 
es  sich  handelt,  ist  die  folgende: 

^  .  ^ 0 

Prüft  man  ihre  Form,  so  erkennt  man,  dafs  man  eine 
Untersuchung  anstellen  kann,  ob  es  nicht  einen  Faktor  von 
der  Form 

giebt,  der  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  das  exakte  Diffe- 
rential einer  Funktion  u  von 

dy 

Terwandelt.    Existiert  solch  ein  Faktor,  so  hat  der  Teil 
seines  totalen  DifEerentiales  den  Wert 

^ ^y> 

nnd  folglich  ist 

wobei  U  nur  Doch  eine  Funktion  von  x  und  y  ist.     Setzt  man 
das  Differential  von  u  gleich  null,  so  folgt: 

18* 
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und  damit  diese  Gleiclmng  mit  der  gegebenen  identisch  ist, 
mnfs 

seiiL  Der  erste  Teil  dieses  Wertes  Ton  d  U  wird  ein  exaktes 
DifiPerential,  wenn  man 

setzt;  nnd  dann  folgt,  dafs  der  nachbleibende  Teil  ebenfalls  ein 
exaktes  Differential  ist.    Man  erhalt:  • 

nnd  folglich: 

n «        Y  +  28X+BX'  o       ^. 

C  ist  eine  Konstante.  Der  Faktor,  welchen  wir  benutzt 
haben,  ist 

2(:y  +  2Sx  +  ex>)^-2i6  +  sx)y, 

und  wir  erhalten  ab  erstes  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

762.   Integration  durch  Differentiation.     Es  sei 

(1)  U=0 

eine  Differentialgleichung  n^^  Ordnung  zwischen  den  Variabelen 
X  und  y]  indem  man  dieselbe  differentiiert,  erhält  man  eine 
Gleichung  n  +  1*®'  Ordnung 

(2)  U,  =  0, 

und  man  kann  nun  verschiedene  Kombinationen  der  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  bilden.     Es  sei: 

(3)  F,  =  0 

eine  Gleichung  n  +  1*®'  Ordnung,  welche  aus  solch  einer 
Kombination  hervorgeht.     Kann  man  nun  ein  erstes  Integral 
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der  Gleichimg  (3)  bilden,  welches  von  der  ursprünglichen 
Gleichung  verschieden  ist,  so  kennt  man  auch  ein  erstes 
Integral  dieser  letzteren;  denn  wenn 

(4)  F=0 

ein  erstes  Integral  der  Gleichung  (3)  ist,  und  man  eliminiert 
—^  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (4),  so  ist  das  Resultat 
eine  Gleichung 

(5)  Tr=o 

von  der  Ordnung  w  —  1  mit  einer  willkürlichen  Konstante, 
welche  die  ursprüngliche  Gleichung  befriedigen  muls. 

Ist  die  Gleichung  (1)  von  der  ersten  Ordnung,  so  liefert 
die  Gleichung  (5)  ihr  voUständiges  Integral 

768.  Ein  BeispieL  um  ein  Beispiel  für  diese  Integrations- 
methode zu  geben,  betrachten  wir  die  Bestimmung  der  Krüm- 
mungskurven  auf  einer  centrischen  Flache  zweiter  Ordnung. 
Die  Gleichung  der  Fläche  sei: 


und  wenn  man 


^  +  -^  +  -5^  =  1 


setzt,  so  wird  die  Differentialgleichung  der  Projektionen  der 
Krümmungskurven  auf  die  a?y- Ebene  (Nr.  339): 

(1)  Axy(^)'+(a^-Af-B)^^-xy  =  0. 

Durch  Differentiation  derselben  erhält  man: 

(2)(2^.,^»+«.-^!,.-S)3+[^(||)'+l](«|S-,)-0, 

und  die  Elimination  von  x^  —  Äy^  —  B  zwischen  den  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  ergiebt,  mit  Unterdrückung  des  gemein- 
samen Faktors  ä(^^+  1: 
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Dividiert  man  diese  Gleichm^  mit  ^y-r-^  so  folgt: 

dX*         .         dX     1      rv^ 

dy^        ~y         ^~"     ' 
dx 

und  man  erhalt  durch  Integration: 

ax 
oder 

wobei  C  eine  Konstante  ist.    Die  Elimination  von  -^  zwischen 

ax 

den  Gleichungen  (1)  und  (4)  liefert  schliefslich: 
(5)  y«_cfa;«+2§^  =  0, 

was  mit  dem  früher  erhaltenen  Resultate  (Nr.  339  und  739) 
übereinstimmt, 

764.  Ein  Beispiel  zur  Integration  eines  simultanen 
Systemes.  Wir  sahen^  dafs  die  Integration  eines  Systemes  von 
simultanen  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnungen  sich 
immer  durch  Elimination  zurückführen  läfst  auf  die  Integration 
von  einer  oder  von  mehreren  Gleichungen,  von  denen  jede  nur 
zwei  Variabele  enthalt.  Solch  eine  Reduktion  ist  aber  durch- 
aus nicht  immer  dazu  geeignet,  das  Problem  zu  vereinfachen. 
Da  jede  allgemeine  Integrationsmethode  fehlt,  so  wird  es 
nützlich  sein,  hier  ein  besonderes  Beispiel  zu  betrachten, 
welches  wir  der  Geometrie  entnehmen. 

Aufgabe.  Es  sollen  die  orffiogonalen  Trajektorien  einer 
beweglichen  Ebene  bestimmt  werden. 

Es  seien  x,  y,  z  drei  rechtwinklige  Koordinaten  und 

(1)  a?  cos  a  +  y  cos  /J  +  ;8r  cos  y  —  w  =  0 

die  Gleichung  der  beweglichen  Ebene;  die  Entfernung  u  der 
Ebene  vom  Anfangspunkte  und  die  Winkel  a,  /3,  y,  die  ihre 
Normale  mit  den  Achsen  bildet,  sind  gegebene  Funktionen  eines 
Parameters  t     Die   gesuchten  Trajektorien    sollen    senkrecht 


Die  Integration  der  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.   199 

zur  Ebene   sein^   also  werden  die   Differentialgleichnngen  des 
Problemes: 

dx  dy  dz 


(2) 


COS  oc       cos  |3       cos  y 


Man  kann  annehmen^  dafs  man  ans  der  Gleichung  (1)  den 
Wert  von  t  als  Funktion  von  Xy  y,  z  bestimmt  hat,  nnd  die 
Kosinus  der  Winkel  a,  ß,  y  können  demnach  in  den  ölei- 
chimgen  (2)  als  Funktionen  von  Xj  y,  e  angesehen  werden. 
um  diese  Gleichungen  zu  integrieren,  benutzen  wir  die  in 
Nr.  273  aufgestellten  Formeln,  sowie  die  Bezeichnungen  daselbst. 
Es  sind  also  tt,  /3,  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  der 
gesuchten  Kurve  mit  den  Koordinatenachsen  bildet,  femer 
bezeichnen  wir  mit  (p,  tl^,  %  nnd  mit  A,  ^,  t/  die  Winkel, 
welche  die  Hauptnormale  und  die  Achse  der  Oskulationsebene 
mit  den  Koordinatenachsen  bilden,  femer  sind  dö  und  dt 
Kontingenz-  und  Torsionswinkel,   ds  das  Bogenelement;  also: 


\d6  =  y(d  cos  ay  +  (d  cos  ßy  +  (d  cos  yf, 
1  dt  =  y(d  cos  xy  -f  (d  cos  iiY  +  (d  cos  vy. 

Nun  ist  jedes  GHed  der  Gleichung  (2)  gleich  ds,  und  folglich: 

(4)  dx  =  ds  cos  a,    dy  =  ds  cos  /J,    dz  =  ds  cos  y. 
Wir  setzen 

(5)  xGOsX  +  ycosfi  +  zcoBv=  ?7, 

und  indem   wir   diese  Gleichung   zweimal   differentiieren   und 
die  Gleichungen  (4)  beachten,  erhalten  wir  (Nr.  273): 

(6)  a?  cos  9  +  y  cos  ^  +  ;8f  cos  ;|r  =  -^f 


(7)        X  cos  cc  +  y  cos  ß  +  z  cos  y  ==  —  ^ 


dt 
Vergleicht  man  die  Gleichungen  (1)  und  (7),  so  folgt: 

du 

(8)  ä^  +  u^-u'^. 

dz  dz 
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Nach  der  ersten  Gleichung  (3)  ist  d6  das  Produkt  von 
dt  mit  einer  gegebenen  Funktion  von  t,  weil  cos  a,  cos  ß, 
cos  y  selbst  gegebene  Funktionen  von  t  sind.  Femer  sind 
nach  den  Formeln  in  Nr.  274  cos  qp,  cos  ^,  cos  %  und  cos  X, 
cos  fi;  cos  V  gleichfalls  bekannte  Funktionen  von  ^;  endlich 
ist  nach  der  zweiten  Gleichung  (3)  auch  dx  das  Produkt 
solch  einer  Funktion  mit  dt.  Hieraus  folgt;  dafs  die  Glei- 
chung (8)  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
den  Variabelen  TJ  und  t  ist;  ihre  Integration  liefert  also  zwei 
willkürUche  Konstanten.  Ist  der  Wert  von  U  bekannt,  so 
sind  die  Koordinaten  x,  y,  z  durch  die  Gleichungen  (5),  (6) 
und  (7)  als  Funktionen  des  Parameters  t  gegeben;  diese  Glei- 
chungen können  durch 

(9)  F=0,    eZF-0,    d»F=0 
dargestellt  werden,  wenn  man 

(10)  F«=  a;  cos  A  +  y  cos  ft  +  iSf  cos  i;  —  ü" 

setzt.  Die  Gleichung  (8)  gehört  zu  den  linearen  Differential- 
gleichungen, die  im  folgenden  Kapitel  behandelt  werden.  Ihre 
Integration  läjjst  sich  indessen  leicht  auch  folgendermafsen 
ausführen.  Es  seien  X  und  Y  zwei  neue  Variabele,  definiert 
durch  die  Gleichungen: 


Z  sin  r  —  Ycos  x^TJ,     X  cos  r  +  Fsin  x  =  -j-; 

at 


SO  ist: 


ZTT     •  I      ^ü  -xr  TT  I      du       . 

=  6/  sm  r  -f  -T-  COS  r,     Y=  —  f7  cos  r  +  ^—  sm  r; 

*    dz  '  *    dt  ^ 


femer: 
dX 


co8xdx,     dT= 


^dül 
dt  _ 


sin  X  dx, 


und  also  vermöge  der  Gleichung  (8): 


dX  =  —  u^-  cos  X dx,     dY=  —  u-j-^mxdx. 
at  '  dt 
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Integriert  man  diese  Gleichnngen  und  bezeiclinet  man  mit 
A  nnd  'S  zwei  willkürliche  Konstanten^  so  folgt: 

X  =  Ä  —  I  u^  eostdt,     Y^=^B—  j  u^  sinrcZr, 

und  sonach  ist: 

(11)  I7=-4sin'r— Bcosr— sinr  /  w^cosreiT+cosT  /  w^sinrdr. 

Diese  Gleichung  stellt  TJ  als  Funktion  von  r  dar^  oder 
wenn  man  will^  als  Funktion  des  Parameters  t  Die  gestellte 
Aufgabe  ist  damit  gelöst. 


Fünftes  KapiteL 
Lineare  Diflerentialgleiclmiigeii.    Grundlagen. 


§  1.   Zasammenhang  der  yollstandigen  Losung  mit  den 
partikularen. 

765.  Definitionen.  Eine  Differentialgleichung  vf^^  Ordnung 
heilst  li/near^  wenn  in  ihr  die  unbekannte  Funktion  und  ihre 
Ableitungen  nur  in  der  ersten  Potenz  und  nicht  miteinander 
multipliziert  vorkommen. 

Wird  die  unabhängige  Yariabele  mit  x,  die  unbekannte 
Funktion  mit  y  bezeichnet,  so  ist  die  allgemeine  Form  einer 
linearen  Gleichung  mit  zwei  Variabelen: 

die  Koeffizienten  P^,  P2,...P„,  V  sind  gegebene  Funktionen 
von  X,  die  sich  auch  auf  Eonstanten  reduzieren  können. 

Ist  die  Gröfse  V  null,  so  sagen  wir,  dals  die  lineare 
Gleichung  Tcein  zweites  Glied  hat;  oder  dafs  sie  homogen  ist. 
Später  wird  gezeigt  werden,  dafs  die  Integration  einer  linearen 
Gleichung  mit  zweitem  Gliede  immer  auf  die  Integration  einer 
homogenen  linearen  Gleichung  zurückkommt,  welche  man 
erhält,  indem  man  an  Stelle  der  Funktion  V  den  Wert  null 
substituiert. 

Es  ist  nach  den  allgemeinen  Sätzen  über  singulare  Lösungen 
(Nr.  664,  728  ff.)  evident,  dafs  die  linearen  Gleichungen  keine 
singulären  Lösungen  haben,  wenn  die  Funktionen  P  und  V 
eindeutige  Funktionen  von  x  sind.  Es  giebt  vielmehr  nur 
singulare  Pmikte  an  den  Stellen,  an  welchen  eine  oder  mehrere 
dieser  Funktionen  singulär  werden. 
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766.  Bednktion  der  Ordnung. 

Satz  I.    Die  Ordnung  einer  linea/ren  Gleichung  ohne  etveites 
Glied  hmn  immer  um  eine  Einheit  erniedrigt  werden. 
Die  Gleichung 

gehört  zu  der  Erlasse  der  homogenen  (Nr.  750);  ihre  Ordnung 
wird  folglich  erniedrigt,  wenn  man 

X 

/»dx 

X  X 

dy  /"»*        ä*y      (de    ,     ,\    /"" 

setzt;  die  neue  Gleichung  ist  aber  nicht  mehr  linear. 
Im  Falle  n  =  2  hat  man 

und  die   Transformation   ergiebt    die   allgemeine  Biccatiscite 
Gletdmtg  (Nr.  697): 

767.  Ableitung  neuer  Lösungen  aus  bekannten. 

Sats  n.  Kennt  man  eine  Funktion  y  =  yi,  wdche  die 
lineare  Gleichung 

befriedigt  f  so  wird  die  Gleichung  auch   durch  y  =  Gy^  erfüllt, 
wobei  C  eine  wiUkürliche  Konstante  ist. 

Denn  das  Resultat  der  Substitution  von  Cy^  an  Stelle 
Yon  j^  in  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  ist  gleich  dem 
Produkte  der  Eonstante  C  mit  dem  Resultate  der  Substitution 
von  y^. 
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Satz  m.    Wird  der  linearen  Gleichung  dm'ch  die  Funktionen 

genügt,  so  genügt  ihr  amh  die  Funktion 

y==yi  +  yi+'"  +  yp' 

Denn  die  Substitution  von  yi  +  ^2  +  *  '  +  J/p  ^  ^^  linke 
Seite  der  Gleichung  ergiebt  einen  Ausdruck,  der  gleich  ist 
der  Summe  aus  den  Werten,  welche  bei  der  Substitution  von 
yi,  y^}  "-yp  erhalten  werden. 

Aus  den  beiden  letzten  Eigenschaften  folgt:  Kennt  man 
p  Lösungen  y^,  y^y-yp  einer  linearen  Gleichung  ohne  zweites 
Glied,  so  kann  man  auch  eine  Lösung  derselben  Gleichung 
mit  p  willkürlichen  Eonstanten  bilden,  nämlich: 

y  =  G^yi+G^y%  +  "'  +  Oj,yp, 

und  wenn  die  Zahl  p  gleich  ist  der  Ordnung  n  der  Gleichung, 
so  kann  man  auf  diese  Weise  das  vollständige  Litegral  der 
Diflferentialgleichung  bilden,  vorausgesetzt,  dafs  yi,  y^,  --^yn 
nicht  durch  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  konstanten 
Koeffizienten  verbunden  sind.  Wir  fuhren,  um  dies  einzusehen, 
den  Begriff  des  Fundamentalsystemes  ein. 

768.    Das  Fundamentalsystem. 

Definition.  Wenn  ein  System  von  n  Funktionen  von  x  so 
heschaifen  ist,  dafs  zwischen  ihnen  kerne  lineare,  homogene 
Qleichu/ng  mit  konstanten  Koeffizienten  identisch  'besteht,  so  heifst 
das  System  der  n  Funktionen  ein  Fundamentedsystem. 

Es  gilt  nun: 

Satz  IV.  Sind  y^,  y^, . . .  y«,  n  Funktionen,  die  ein  Funr 
damentalsystem  lüden,  so  ist  die  Determinante: 

i       y%      "-yn 
\      y\      ...yn 


nicht  identisch  null.    Die  Äccente  bedeuten  dabei  Ableitungen. 
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Wir  fugen  hieran  die  Definition: 

Die  Betermincmte  A  keifst  die  Hauptdeterminante  der 
n  Funktionen  y^,  y^,...  yn- 

Man  kann  nämlich  immer  n  Funktionen  Uiy  fi^,.,.Un  so 
wählen^  dafs 

^iVi  +  u^y%  H f-  Wny«  =  0, 

«*ij/i  +  ^j/%  +  •  •  •  +  w«y  n=  0, 


(2) 


wird;  denn  man  braucht  f&r  die  Funktionen  u  nur  die  Unter- 
determinanten  einzusetzen,  welche  zu  einer  Horizontalreihe 
Yon  A;  z.  B.  der  letzten,  gehören. 

Man  kann  auch  immer  annehmen,  dafs  diese  Unter- 
determinanten,  also  auch  die  u,  nicht  sämtlich  identisch  ver- 
schwinden. Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  würde  auch  die 
Hauptdeterminante  von  y^ . . .  j^n— i  identisch  yerschwinden,  und 
der  folgende  Beweis  würde  dann  lehren,  dafs  schon  y^ . . .  y„_i 
kein  Fundamentalsystem  bilden. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  die  Funktionen  u  stets 
derselben  Funktion  von  x,  multipliziert  mit  yerschiedenen 
Eonstanten,  gleich  sind.  Differentiiert  man  nämlich  die  Glei- 
chungen (2)  successive,  so  erhält  man  jedesmal  mit  Berück- 
sichtigung der  folgenden: 

^\yi     +^\y2     +---+w«yn     =o. 


u\y^(^^)+u\y^^^-*)+ . .  •  -hw'nyn('^^^=0. 

Würde  nun  die  Determinante  A  Identisch  yerschwinden, 


so  wäre  auch  identisch: 

Vi 

y> 

•y» 

dA 

y\ 

1/. 

■■y\ 

dx 

' 

.  .     . 

yi'"- 

-«)y,(»- 

->) 

..yJn-V 

yi« 

3/3« 

••y»w 
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Also  ist  auch 

Wiyi^"^  +  WaW"^  +  •  •  •  +  Wny«^"^  =  0. 
MithJT)  bestehen  die  Gleichungen: 

W'iyi  +«^'3^2  H hu'nVn  =0, 

«^'i^i        +^'2^2        H hw'nj/«        =0, 

nnd  ans  diesem  Gleichnngssysteme,  zusammen  mit  dem  Systeme 
fQr  die  Funktion  u  folgt,  dafs 


Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Quotienten 
mit  Qy  so  ist: 

Es  besteht  also  zwischen  den  y  eine  Identität  der  Form: 

WO  die  Eonstanten  G  nicht  alle  identisch  verschwinden,  und 
das  widerspricht  der  Voraussetzung.  Also  kann  A  nicht  identisch 
verschwinden,  und  Satz  IV  ist  bewiesen.     Umgekehrt  gilt: 

Satz  V.  Sind  y^,  yj, . . .  y«,  n  Funktionen,  deren  Hcmpt- 
determinante  nicht  identisch  verschtvindet,  so  bilden  diese  Ftmktionen 
ein  Fimdamentalsystem. 

In  der  That,  bestünde  eine  Identität: 

Ciyi  +  (^iy2  H —  Cnyn=  0, 

so  würde  durch  (n  —  1)- malige  Differentiation  dieser  Gleichung 
ein  System  der  Form  (2)  entstehen,  in  welchem  nur  die  C 
statt  der  u  stünden.  *  Daraus  würde  aber  folgen,  dals  A 
identisch  verschwindet. 

Wie  wir  gesehen  haben,  hat  A  die  Eigenschaft,  dalk: 

Vi      •••y« 


dA 
dx 


» 
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ist.   Nimmt  man  nun  an,  dab  y^,  y^  * --  V";  ^  Losnngoii  Ton  (1) 
sind,  die  ein  Fondamentalflystem  bilden^  so  ist: 

y*w P,y/— «  -  P,y/"-*) P«y. 

fOr  t  =  1,  2, . . .  n.     Es  folgt  abo: 


P,A 


Vi      ■■yn 

dA 
dx~ 

-Pi 

y^(«-«)...y,(-») 

oder: 

y^(— l)...y„(»-l) 

1   «lA            p 

Demna 

ch  wird: 

?A 

/Pidx  +  lC    oder    A 

Ce 


-/Pid* 


Hieraus  erkennt  man: 

SatB  VI.  ffat  man  n  Lösungen  der  linearen  Differential- 
gleichung (1)  ausfindig  gemacht,  deren  Hauptdeterminante  für 
irgend  ein  bestimmtes  x,  für  das  P^  nickt  singvHär  ist,  nicht 
verschmndet,  so  büden  die  n  Lösungen  ein  Fundamentalsystem, 

Zum  Schlüsse  dieser  Nummer  beweisen  wir: 

SatB  vn.  Sind  y^,  ^s^.-.yn;  n  Lösungen  von  (1),  die 
ein  Fundamentalsystem  bilden,  so  ist  jede  andere  Lösung  y  von 
der  Form: 

wobei  Gl,  Cj; ...  C«  willkürliche  Konstantm  sind. 

Diese  Eigenschaft  ist  evident  für  den  Fall  n=l;  denn 
hier  ist  die  Differentialgleichung: 


Daraus  folgt 


wenn  man 


setzt. 


y'=Oiyi, 

X 

-fPxdx 
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Demnach  genügt  es^  zn  beweisen^  dafs  miBer  Satz  aucli 
bei  öleicbungen  von  der  Ordnimg  n  gültig  bleibt^  falls  er  für 
Qleicimngen  von  der  Ordnung  n  —  1  gilt.  Nehmen  wir  abo 
an;  dafs  der  Gleichung 

durch  eine  Funktion  y  ^^ffi  genügt  wird^  und  machen  wir 
die  Substitution 

also: 

dy__      d^         d^      d^y_^.  d^a    ,   pdy^  dz         d^y. 
dx^y^dx'^^  dx'     dx^^^^  dx^'^^  dx  dx^^dx*'" 

so  entsteht;  wenn  man  diese  Werte  in  die  Differentialglei- 
chung (1)  substituiert;  eine  Differentialgleichung  für  0,  die 
wir  mit  (la)  uns  bezeichnet  denken.  Ist  nun  y  irgend  eine 
Lösung  von  (1),  so  ist  0  =  y:y^  eine  solche  von  (la),  und  um- 
gekehrt, ist  0  irgend  eine  Losung  von  (la),  so  ist  y  =  y^0  eine 
solche  von  (1).     Der  Koeffizient  von  0  wird  nun  in  (la)  gleich: 

also  der  Annahme  nach  gleich  null.     Setzt  man  also 

dz 

dx         ' 

so  erhalt  man  eine  lineare  Gleichung  n  —  1^'  Ordnung  ohne 
zweites  Glied  zur  Bestimmung  von  ti;  alle  ihre  Lösungen 
werden  der  Voraussetzung  nach  durch  die  Formel: 

U  =  CgWi  +  C^U^  H h  CnM„-i 

dargestellt,  wenn  ti^,  ti^;  •  *  •  ^n— 1  ein  Fundamentalsystem  bilden, 
folglich  ist  jede  Lösung  0  von  der  Form: 

XX  X 

0==Ci+  C2 1 u^dx  +  C^  I  u^dx  H h  Cn I  Un--ldX. 
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Für  y  erhalt  man  daher  d^n  Ausdrack: 

Die  Faktoren^  mit  denen  C^,.,,Cn  multipliziert  erscheinen, 
sind  Lösnngen  von  (1).  Bezeichnet  man  sie  mit  y^; ...  yn;  so 
wird  daher: 

y=-c^yi  +  c^yi  +  '"+Cnyn, 

und  unser  Satz  ist  bewiesen. 

769.  Integration  der  nicht  homogenen  Gleichung  nach 
Lsgrange.     Wir  setzen^  um  die  Formeln  abzukürzen: 

und  betrachten  die  Gleichung  n*®'  Ordnung: 

(2)  «(y)  =  F, 

deren  rechte  Seite  eine  gegebene  Fimktion  von  x  ist.  Kennt 
man  das  vollständige  Integral  der  Qleichung 

(3)  *(y)  =  o, 

SO  kann  man  stets  durch  bloJjse  Quadraturen   das   der   Glei- 
chung (2)  ableiten. 
Es  sei 

(4)  y=-C,y,+  C,y,  +  '''  +  Cnyn 

die  YoUsinndige  Losung  von  (3),  C^,  Cj, ...  C„  seien  will- 
kürliche Eonstante  und  yi,  y^,  - -- yn,  f^  Lösungen  von  (3),  die 
ein  Fundamentalsystem  bilden.  Ersetzt  man  jetzt  die  Gh-öisen  C 
durch  willkürliche  Funktionen  von  x,  so  kann  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  (4)  noch  jedwede  Funktion  darstellen^  und 
folglich  ist  sie  auch  geeignet^  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  (2)  auszudrücken.  Man  kann  dabei  noch  für  n  —  1 
der  Grofsen  C  willkürliche  Funktionswerte  wählen,  oder 
zwischen  ihnen  n  —  1  Relationen  festsetzen,  denn  solange  eine 
der  Gröüsen  willkürlich  bleibt,  thun  wir  nichts  anderes,  als  dafs 
wir  an  Stelle  von  y  eine  neue,  unbekannte  Funktion  einführen. 

S  e  r  r  e  t ,  Diff.-  u.  Integral  -  Beohnong.  lEL  2.  Aufl.  1 4 
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Differentiiert  maii  nmi  die  Gleiclimig  (4)  unter  der  An- 
nahme;  dafs  die  willkürliclien  Gröisen  variabel  sind^  so  folgt: 

.       dC^    ,       dC^    ,  ,        dC^ 

und  da  wir  noch  n  —  1  Relationen  einfOhren  können^  so  setzen 
wir  zuerst: 

da    ,       da    ,         ,       ^^n      A 


folglich  wird  der  Wert  von  ^  einfach  gleich: 
dy  ^  p  dy^       p  dy^  p  dy^ 

so  dalfi  er  die  nämliche  Form  hat;  wie  bei  der  Annahme 
willkürlicher  Konstanten.  Wir  bilden  nun  in  ähnlicher  Weise 
die  folgenden  Ableitungen  von  y,  bis  zu  der  Ableitung  w  —  l*** 
Ordnung,  indem  wir  dabei  zwischen  den  willkürlichen  Funk- 
tionen C  immer  die  Relationen  festsetzen,  welche  notwendig 
sind,  damit  die  Formebi  für  diese  Ableitungen  die  nämlichen 
sind,  wie  bei  der  Annahme  willkürlicher  Konstanten.  Diese 
Relationen  sind  dann: 

dC^    ,       dC.    ,  ,        dC^ 

y^-dt+y^T^  +  '"+y-'d^-^> 


(5) 


dy^dC^,dy,dC^dJ^d^^^ 
dx    dx  ^  dx    dx  '^       "*"  dx    dx  ' 

daf—'    dx  ''"  daf—*    dx  ^       ''"  daf—*    dx  ' 


und  gleichzeitig  erMIt  man: 

y  =  <?iyi  +  C,yj  +  ••  •  +  C„yn 


(6) 
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Nun  müssen  wir  noch  den  Wert  von  —^  bilden;  dabei 

können  wir  nun  nicht  mehr  eine  nene  Relation  zwischen  den 
willkürlichen  Fanktionen  einführen^  nnd  so  liefert  die  letzte 
der  Gleichungen  (6)  dnrch  Differentiation: 

(7) 


daf—^    dx  "^  daf"—^    dx  "^       "^  daf^-^    dx 

Wir  substituieren  nnn  in  die  Gleichung  (2)  die  Werte 
Ton  y  und  seinen  n  ersten  Ableitungen,  die  aus  den  Glei- 
chungen (6)  und  (7)  folgen;  es  wird: 

<?i*(yi)  +  <?,*(y«)  +  •  •  •  +  c.*(y,) 

daf*—^    dx  "^  daf^—^    dx     *         "^  dsf^"^    äx 


Die  Grolsen  ^(jfi),  ^(^s);  •  •  •  ^(jfn)  sind  nun  aber  der 
Annahme  nach  null;  ako  wird: 

W         da^-^    dx  "^  da^~i    da;   "^        "*"  dir»-^     da; 

Da  nun  die  Determinante  A  der  Funktionen  ffiy^-ffn 
nicht  identisch  verschwindet,  weil  diese  ein  Fundamentalsystem 
bilden,  so  lassen  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  die  Werte  von 


dOi       dC, 


dCL 


dx         dx  dx 

als  Funktionen  von  x  berechnen. 

um  diese  Werte  zu  bilden,  addieren  wir  die  Gleichungen 
(5)  und  (8),  nachdem  wir  die  ersteren  zuvor  mit  den  Faktoren 
Xq,  ili, ...  >ln— 8  multipliziert  haben,  und  setzen  allgemein: 

(9)  ^(!')  =  ^y  +  ^äl+  •  +  ^-'£ä  +  & 

Man  erhalt: 

(10)  9'(y.)^  +  v(y.)^+-+9'W^  =  F. 
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dG 
Um  den  Wert  von  -^  zu  erhalten,  mufe  man  die  Fak- 
toren X  80  bestimmen;  dals 

(11)  <)P(yi)==0,     <)p(y2)  =  0,...<|p(y*_0  =  0, 

9P(y*+i)  =  0,...qp(y„)==0 
ist,  alsdann  ist: 

(12)  dx       qpt(yj)' 

wobei  ^h{yk)  den  Wert  bezeichnet,  welchen  ^(j/i)  annimmt, 
wenn  die  Koeffizienten  X  den  Gleichungen  (11)  genügen.  Ist 
also  Ck  eine  willkürliche  Konstante,  so  wird: 


:.=..+/- 


G       ■  '  ^«^^ 


«»»(y*) 
«• 


Setzt  man  demnach: 


-r  /*Fda;     ,         /*  Fda;     ,  ,         f  Vdx 


r„(y„) 

SO  ist  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung  (2): 

y  =  X  +  Ci^i  +  Cj^g  H h  c«y«; 

sie  setzt  sich  abo  aus  der  vollständigen  Lösung  der  Gleichung  (3) 
und  einer  partikularen  Lösung  X  von  (2)  zusammen. 

770.  Integration  der  nicht  homogenen  Gleichung  nach 
Oauchy.  Die  Methode,  welche  wir  hier  nach  Lagrange 
entwickelt  haben,  beruht  auf  der  VariaMon  der  wiüMrlichen 
Konstanten  und  besitzt  eine  weittragende  Bedeutung  in  der 
Analysis;  sie  hat  uns  eine  sehr  elegante  Lösung  der  gestellten 
Aufgabe  geliefert.  Ein  anderes  Verfahren,  welches  Cauchy 
angegeben  hat,  ist  aber  gleichfalls  bemerkenswert. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  Gleichung: 
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deren  rechte  Seite  wir  mit  F{x)  bezeichnen^  und  wir  nehmen 
SU;  dab  das  ToUstandige  Integral  y  »  F  der  Gleichung: 

bekannt  ist.  Die  n  willkürlichen  Konstanten,  welche  in  Y 
enthalten  sind;  können  so  bestimmt  werden,  dals  ftlr  o: » a 
die  Gleichungen  bestehen: 

(3)7=0,    g=0,...£^  =  0    ,md    f^  =  F(«). 

Alsdann  wird  die  Gleichung  (1)  befriedigt,  indem  man: 


X 

(4)  y==ß 


X 

^  Tda 

0 


setzt. 

In  der  That,  man  difPerentiiere  die  Gleichung  (4)  und  be- 
zeichne mit  (r)  den  Wert  von  F  für  a  =  OJ,  so  ist: 


||-/4f,i.  +  (D, 


oder 


®  '£-/%»-■ 


Denn  die  Gleichungen  (3)  bestehen  identisch  in  a^  wenn 
man  x  durch  a  ersetzt;  also  auch  identisch  in  x,  wenn  man  a 
durch  X  ersetzt,  und  folglich  ist  (Y)  identisch  null. 

Ebenso  werden  die  Ableitungen 

für   a  =  x  null,   und  sonach  erhält   man  durch  aufeinander- 
folgende Differentiationen: 
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z 

dx^^J  dx*  ^^' 

0 

X 

d^y  _  /d»r  , 
(6)  \^'J   ^^'       ' 

0 

schlierslicli  ergiebt  eine  nene  Differentiation: 


C^    ^^\  bedeutet  den  Wert  von  ^—^  fttr  a;  =  a.     Dieser 

Wert  ist  aber  gleich  F{x),  weil  der  Annahme  nach  ^ 

sich  für  o;  =  <K  auf  .{^(ce)  reduziert;  also  erhalt  man: 


(7) 


X 

daf*     J    daf'        ^      v  y 


Werden  die  Werte  von 

^^  da;         daj« 

ans  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  und  (7)  in  die  Gleichung  (1) 
substituiert;  so  bekommt  man: 


fi— 


(TT      p  (T-^r 


daj«- 


P„_ig  +  P„r)da  =  0, 


und  dies  ist  in  der  That  eine  Identität^  weil  der  Koejffizient 
von  da  unter  dem  Integrale  der  Annahme  nach  verschwindet. 
Sonach  kennt  man  eine  Lösung  der  Gleichung  (1);  bezeichnet 
man  dieselbe  mit  X  und  setzt  dann  y  ~  X  +  ^;  so  hat  z  der 
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Differentialgleichung  (2)  zu  genügen^  wie  man  ans  der  Sub- 
stitution von  y  und  seinen  Ableitungen  leicht  findet.  Daraus 
folgt;  dals  man  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (1) 
durch  Addition  von  X  und  dem  vollständigen  Integrale  der 
Gleichung  (2)  erhält. 

77L  Beduktion  der  Ordnung  duxoh  partUnüare  Lösungen. 
Erste  Methode.    Wir  setzen,  wie  in  Nr.  769: 

Pj,  ...P„,  V  sind  gegebene  Funktionen  von  x.  Das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung 

(2)  #(y)  =  F 

wird,  wie  wir  sahen,  durch  Quadraturen  erhalten,  sobald  man 
die  vollständige  Lösung  der  Gleichung 

(3)  «(y)  =  0 

kennt,  oder,  was  auf  das  nämliche  hinauskommt,  sobald  man 
n  partikulare  Lösungen  dieser  Gleichung  kennt,  welche  von- 
einander linear  unabhängig  sind,  also  ein  Fundamentalsystem 
bUden.  Dieses  Resultat  wollen  wir  nun  verallgemeinem,  indem 
wir  beweisen,  dafs  die  Integration  der  Gleichung  (2)  nur 
noch  die  Integration  einer  linearen  Gleichung  von  der  Ordnung 
n—p  erfordert,  sobald  man  p  partikulare  Lösungen  der  Glei- 
chung (3)  kennt. 

Ist  eine  partikulare  Lösung  y^  der  Gleichung  (3)  bekannt, 
so  hat  man  eine  allgemeinere,  indem  man 

(4)  y  =  C,y, 

setzt,  wobei  C^  willkürlich  ist;  betrachtet  man  nun  C^  ab  eine 
Yariabele,  so  kann  die  Gleichung  (4)  die  allgemeine  Lösung 
der  Gleichung  (2)  darstellen;  hierzu  dient  die  nämliche  Trans- 
formation der  Variabelen,  wie  in  Nr.  768.  Die  Gleichung  (4) 
giebt  durch  Differentiation  (Nr.  73): 
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(5) 


^  =  0^4-1/  ^> 
dx         ^  dx       ^^  dx 


da;«" 


dJa^      ^  da«      1  <ia?  daJ~-*  1-2       dx^daf"-^  ^^  daf 


und  da  $(^1)  der  Annahme  nach  nnll  ist;  so  erhalt  man  durcli 
die  Substitution  der  Werte  (4)  und  (5)  in  die  Gleichung  (2) 
eine  Gleichung  von  der  Form: 


(6) 


^^  Vi  ,^_i  -1- 


diB« 


da^- 


+  Qn 


dC^ 

-^  dx 


r, 


wobei  öi;---ön— 1  bekannte  Funktionen  von  x  sind.  Die 
Gleichung  (6);  aus  welcher  man  den  Wert  von  Q  zu  bestimmen 
hat,  ist  linear  und  von  der  w*®"  Ordnung.  Da  sie  aber  nur 
die  Ableitungen  der  gesuchten  Funktion  enthält  und  nicht  die 
Funktion  selber,  so  kann  man  ihre  Ordnung  um  eine  Einheit 
erniedrigen,  indem  man 


(7) 

setzt;  sie  wird  also: 


dx 


(8) 


daf 


^:+«xi3^ 


daf"- 


+  Ön-lW«F. 


E^ann  man  die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  be- 
stimmen, so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (7),  wenn  e^  eine 
willkürliche  Konstante  bedeutet: 

X 

C^  =  Ci+  I  udx, 

Xo 

und  schliefslich  giebt  die  Gleichung  (4): 

X 

(9)  y  =  c^yi  +  yij  udx, 

Xo 

was  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist. 
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Demnach  lalst  die  Kenntnis  eines  partikularen  Integrales 
der  Gleichung  (3)  die  Ordnung  der  ursprünglichen  Gleichung  (2) 
mn  eine  Einheit  erniedrigen^  ohne  dals  die  lineare  Form  dabei 
zerstört  wird. 

Wir  nehmen  nun  weiter  an,  dals  p  partikulare  Integrale 
der  Gleichung  (3) 

zwischen  denen  keine  lineare  Relation  besteht,  bekannt  sind. 
Vermittelst  des  Integrales  y^  fBhrt  man,  wie  wir  gesehen 
haben,  die  Integration  der  Gleichung  (2)  auf  die  der  Glei- 
chung (8)  zurück,  die  wir  kurz  mit 

(10)  «F(w)  «  r 
bezeichnen  wollen.     Von  der  Gleichung 

(11)  V{u)  =  0 

kennt  man  nun  aber  p  —  1  partikulare  Integrale,  denn  es  ist 
ersichtlich,  dafs  man  von  der  Gleichung  (11)  zur  Gleichung  (3) 
durch  die  Substitution 

gelangt,  und  weil  y^,  tf^f  ---yp  Losungen  dieser  letzteren  Glei- 
chung sind,  so  wird  die  Gleichung  (11)  durch  die  Werte: 

Vx,      Vi, Vi. 

dx      dx  dx 

erfüllt,  die  voneinander  auch  noch  linear  unabhängig  sind, 
wenn  solches  bei  den  Funktionen  y^,  ^^-yn  der  Fall  ist. 

Man  kann  nun  auf  die  Gleichung  (10)  alles  übertragen, 
was  wir  toq  der  Gleichung  (2)  ausgesagt  haben;  ihre  Inte- 
gration wird  auf  die  einer  linearen  Gleichung  n  —  2*®'  Ordnung 
gebracht,  und  von  der  entsprechenden  Gleichung  ohne  zweites 
Glied  sind  |>  —  2  linear  unabhängige  partikulare  Integrale 
bekannt.  Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  erhält  man 
schliefslich  eine  lineare  Gleichung  von  der  Ordnung  n— j), 
von  deren  Integration  die  Lösung  der  Differentialgleichung 
n^'  Ordnung  allein  noch  abhängt. 
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772.  Bemerkungen«  Die  Kenntnis  eines  partikularen 
Integrales  y^  der  Gleichung  (2)  führt,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  Integration  dieser  Gleichung  auf  die  der  Gleichung  (3) 
zurück;  mit  anderen  Worten,  sie  liefert  ein  Mittel,  das  zweite 
Glied  verschwinden  zu  lassen,  nicht  aber  die  Ordnung  der 
Gleichung  zu  erniedrigen.  Hieraus  folgt,  dafs  man,  wenn 
p  partikulare  Integrale  derselben  Gleichung  (2)  bekannt  sind, 
das  zweite  Glied  verschwinden  lassen  und  die  Ordnung  der 
Gleichung  um  p  —  1  Einheiten  erniedrigen  kann;  denn  ist  das 
Integral  y^  dazu  verwandt,  um  das  zweite  Glied  aufzuheben, 
so  kennt  man  p  —  1  Integrale,  nämlich 

der  transformierten  Gleichung. 

Ist  das  Verhältnis  von  F  zu  P„  konstant,  so  hat  man 
eine  Lösung  der  Gleichung  (2),  indem  man 

V 

n 

setzt;  diese  Gleichung  ist  also  unmittelbar  auf  die  Gleichung  (3) 
zurückführbar. 

Endlich  sieht  man  durch  die  vorstehenden  Entwickelungen 
direkt  ein,  dafs  die  linearen  Gleichungen  keine  singulären 
Integrale  besitzen,  falls  ihre  Koefüzienten  in  der  ganzen  Ebene 
eindeutige  Punktionen  sind,  die  nur  an  einzebien  Stellen 
singulare  Punkte  haben.  Denn  wir  haben  gezeigt,  dafs,  wenn 
y^  eine  Lösung  der  Gleichung 

ist,  jedes  Integral  in  der  Form 

y  =  C'iJ/i  +  CgJ/g  + h  Cnyn 

dargestellt    wird,    y^^^y^    ist    also   ein    partikulares   Integral 
Desgleichen  wird,  wenn  y^  eine  Lösung  von 

bedeutet,  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  von  der  Form: 

y  =  2/o+  ^i^iH ^  (^nym 

so  dafs  also  auch  y^  ein  partikulares  Integral  ist. 
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773.   Beduktion  der  Ordnung.     Zweite  Methode.     Die 

im  Torigen  Absclmitt  aasgefQlirte  Redaktion  lädst  sich  noch 
in  einer  anderen^  konziseren  Weise  ausführen^  die  miB  ein 
neues  Beispiel  von  der  Variation  der  willkürlichen  Eonstanten 
hefert. 

Die  Gleichung  n*®'  Ordnung  sei 

(1)  «(y)  =  F, 

und  es  seien  p  partikulare  und  linear  unabhängige  Losungen 
der  Gleichung 

(2)  «(y)  =  0 

bekannt.  Man  erhält  eine  allgemeinere  partikulare  Lösung 
der  Gleichung  (2),  indem  man 

(3)  y--C,y,+  C,y,  +  -+C,y^ 

setzt^  wobei  C^,  C^,  -"  Cp  willkürliche  Eonstanten  sind.  Be- 
trachtet man  dieselben  aber  als  Yariabele,  d.  h.  als  Funktionen 
von  Xf  so  kann  die  Gleichung  (3)  auch  die  vollständige  Lösung 
der  Differentialgleichung  (1)  darstellen;  man  kann  dabei  noch 
p—  1  willkürliche  Relationen  zwischen  diesen  Gröfcen  an- 
nehmen. Indem  wir  nun  ebenso  wie  in  Nr.  769  vorgehen, 
werden  wir  diese  Relationen  so  wählen,  dafs  die  j)  —  1  Ab- 
leitungen von  y  die  nämlichen  Ausdrücke  gewinnen,  wie  wenn 
die  willkürlichen  Grö&en  konstant  sind.     Wir  setzen  also: 


(4) 


dx    dx        dx    dx  dx    dx  ' 


dP-'y,  dC,       dP-*y,  dC  d"    'v^  dC^  ^ 

dxP-*    dx  "'"  dxP—'    «J«  '    dxP—'    dx  ' 

tmd  dann  wird: 

y  =  Ci^i  +  Cgy*  +  •  •  •  +  Cpyp 


(5) 


d'-^y       ^  dP-^       ^  dP-^y,  ^  d"    \ 
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Femer  setzen  wir: 


(6) 


dx'—^    dx  "^  dxP—^   dx  ^       '''  dxP—^   dx  ' 

dfy,  dC,       d'^y,  dC,  ^"Vp^C'p^, 

dxP    dx  "•"  dx'    dx  "^       "•"  dxP    dx         " 


d»-V,  dC,        «T-y.  dC,  I   ^    ^ypiGp_. 

daf—^    dx  "''  daf-^    dx  ^       "^  dx»—^    dx         ""' 

und  schreiben  noch  zur  Abkfirznng: 

I  2=e, 


(7) 


^^-'^x  +  '^u 

^*       dx^'^d^'^^*' 


Indem  man  nim  die  letzte  der  Gleichungen  (5)  differentiiert 
and  alsdann  die  Differentiation  wiederholt  bis  zur  Ordnong 
n  —  p  +  1)  bekommt  man  die  Gleichungen: 


(8) 


d^-^^d^  +  ^«d^  +  "*+^^d^  +  '^— '* 


Substituiert  man  nun  in  die  Gleichung  (1)  die  Werte 
von  y  und  seinen  n  ersten  Ableitungen  aus  den  Systemen  (5) 
und  (8);  so  erhält  man^  weil  y^  y%i » ^  Vp  partikulare  Losungen 
der  Gleichung  (2)  sind: 

(9)  Zn-.^  +  F^Zn^j^-l  +  •     •  +  Pn-.pZ^  V. 

Nun  bestimmt  aber  das  aus  den  Gleichungen  (4)  und  der 
ersten  Gleichung  (6)  bestehende  System  die  Ghröisen: 
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dx'      d 
als  Funktionen  von  der  Form 


dx        dx  dx 


wobei  die  Gröfisen  X^,  X^,,..Xp  bestimmte  gegebene  Funk- 
tionen von  X  sind;  da  die  Grölisen  Jfi,  "^  ffp  voneinander 
linear  unabhängig  sind;  femer  folgt  ans  den  n—p  übrigen 
Gleichungen  des  Systemes  (6): 

(11)  Z^=Si^y      Z^=^  S^Z,,..Zn—p=^  Sn—p0y 

wobei  Sxj  S^y-Sn—p  ebenfalls  gegebene  Funktionen  von  x 
sind.  Hieraus  folgt;  dafs  die  mit  Zk  bezeichneten  Qröfsen 
lineare  Funktionen  von  z  und  seinen  Ic  ersten  Ableitungen 
sind;  mithin  ist  die  Gleichung  (9),  auf  die  wir  die  ursprüng- 
liche zurückgeführt  haben^  eine  lineare  Gleichung  von  der 
Ordnung  n—  p. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (9)  enthält  n—p 
willkürliche  Konstanten;  ist  diese  Lösung  bekannt,  so  hat  man 
nach  den  Gleichungen  (10): 

XX  X 

(12)  C^^Ci+  I  X^zdx,Ci^(^+ 1  X^zdx,...Cp^Cj,+  I  Xj,zdx; 

»o  Xo  Xo 

^v  C2f  "-Cp  bezeichnen  p  neue  willkürliche  Konstanten.  Ver- 
mittelst dieser  Werte  der  C  ergiebt  die  Gleichung  (3)  die 
Yollständige  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung; 
sie  enthält  n  willkürliche  Konstanten. 

774.  Anwendung  auf  Gleichungen  zweiter  Ordnung. 
Die  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung  ist  von  der  Form: 

P^f  P^,  V  sind  gegebene  Funktionen  von  x.  Nach  der  all- 
gemeinen Theorie  (Nr.  771)  hängt  die  Integration  dieser 
Gleichung  nur  noch  von  einer  linearen  Gleichung  erster 
Ordnung  ab;  sobald  man  eine  Lösung  y  =  yi  der  zugehörigen 
Gleichung  ohne   zweites  Glied  kennt;   da  die  Gleichung  erster 
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Ordnmig  immer  integriert  werden  kann^  so  kann  man  dann 
anch  das  ToUstandige  Integral  der  Gleichnng  (1)  bestimmen. 
Dieses  Integral  erhält  man  folgendermafsen.  Es  ist  der  Vor- 
aussetzung nach: 


(2) 


Subtrahiert  man  also  die  Gleichungen  (1)  und  (2);  nach- 
dem man  die  erste  mit  y^y  die  zweite  mit  y  multipliziert  hat^ 
so  folgt: 

(i'.S-/Ä)+-p.(ftlf -/*)-''». 

oder  wenn  man 


nf 


(3) 

setzt: 

(4) 


dy 


,d^ 
dx 


,  d"y  d^y,        dz 

■^,     also     y,^,-y^=.- 


%+p^^-yyv 


Die  vollständige  Lösung  dieser  Gleichung  ist  (Nr.  675): 


(5) 


X    X 

{  +J  e^       Vy^dx 


die  Gleichung  (3)  ergiebt  ferner: 

d^ 

dx        y^" 
also  durch  Integration: 

X 

(6)  V'-Cy.  +  y.f^ 


dx. 


Dieser  Ausdruck  enthalt  zwei  willkürhche  Konstanten  C 
und  C^. 

775,  Ein  Satz  von  Sturm.    Eine  Eigenschaft  der  Integrale 
der  Gleichung  ohne  zweites  Glied: 
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welche  Sturm  bemerkt  hat^  wollen  wir  hier  noch  angeben. 
Es  seien  ^^  und  y^  zwei  partikulare  Integrale,  mit  denen  man 
das  Yollsi^dige  Integral  zusammensetzen  kann.  Es  ist  dann, 
wie  eben  bewiesen  wurde  (siehe  auch  den  allgemeinen  Deter- 
minantensatz  der  Nr.  768): 

X 

y^  dx   y^  dx   ^1^ 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Funktion 

y^  dx       y^  dx 

immer  dasselbe  Zeichen  hat,  bei  allen  reellen  Werten  von  Xy 
solange  wir  ein  Intervall  betrachten,  in  welchem  kein  singularer 
Punkt  der  Funktion  P^  gelegen  ist,  und  in  welchem  also  y^ 
imd  y^  ebenfalls  regulär  sind  (yergl.  Nr.  796).     In  solch  einem 

Intervalle   können   auch  y^   und   -^  oder  y^   und  -^    nicht 

gleichzeitig  verschwinden.    Nehmen  wir  an,  dals 

y^  dx    y^dx^^ 

ist.  Wenn  die  Funktion  y^  für  x^a  und  für  ä;  =  6  ver- 
schwindet, so  hat  man  fclr  den  einen  sowie  fQr  den  andern 
dieser  Werte  von  x\ 

folglich  sind  y^  und  -^  von  entgegengesetztem  Zeichen.     Es 

sei  nun  6  >  a;  wenn  x  von  a  bis  6  wächst,  so  ändert  -^  sein 

Zeichen  für  einen  bestimmten  Wert  a  von  a;;  folglich  mufs 
auch  y^  sein  Zeichen  ändern,  bevor  a:  =  6  wird.  Wenn  also 
die  Funktion  y^  regulär  bleibt,  so  mufs  sie  für  einen  Wert 
von  X  zwischen  a  und  &  verschwinden.  Ebenso  erkennt  man, 
dafs  y^j  wenn  es  regulär  bleibt,  notwendig  für  einen  Wert  x 
verschwindet,  der  zwischen  2  Nullstellen  von  y^  liegt. 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  x  wächst  und  dabei  ein  Intervall 
durchläuft,  in  welchem  kein  singulärer  Punkt  von  P^  gelegen 
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ist,   die  Werte,   fOr  welche   die  Funktionen  y^   und  y^   ver- 
schwinden, abwechsebid  aufeinander  folgen  müssen. 

§  2.    Konstante  Koeffizienten, 

776.   Die  charakteristische  Gleichung.     Wir  setzen  wie 
in  Nr.  769: 


(1)       *w_g+P.^»  +  ...  +  P_||  +  p.„ 


Pi,  P2, ...  Pn  seien  Konstanten  oder  Funktionen  von  rr;  femer 
setzen  wir 

(2)  /•(r)  =  r«  +  Pir«-i+...+P„^ir+P„, 

wobei   die  Konstante  r  noch  unbestimmt  ist;  ersetzt  man  y 
durch  die  Exponentialfunktion  e^*,  so  wird 

(3)  0(e*-')  =  e''*/(r). 

Diese  Gleichung  (3)  ist  eine  Identität;  wir  differentiieren 
sie  Ämal  in  Bezug  auf  r;  die  Ableitung  Ä*®'  Ordnung  der 
linken  Seite  wird: 


=  *(S^)  =  *(^«"> 


Die  Ableitung  Ä*®'  Ordnung  der  rechten  Seite  erhalt  man 
nach  der  Regel  für  die  Differentiation  eines  Produktes  in 
Nr.  73.  Indem  man  die  successiven  Ableitungen  des  Polynomes 
f(r)  mit  f\r),  /*"  (r), ...  bezeichnet,  ergiebt  sich: 

(4)   0(x^e''-)  =  e-' [/t*)(r)  +  hxf^^-^\r)  +  ?^^^ x^f^-%r)+-  •  •+a;*/-(r)]. 

Wir  betrachten  nun  die  lineare  Gleichung  w*®'  Ordnung 
ohne  zweites  Glied: 

(5)  <&(y)  =  o, 

und  gleichzeitig  die  entsprechende  algebraische  Gleichung 

(6)  m=o, 

welche  die  zugehörige  charakteristische  Gleichtmg  genannt  wird. 

Wenn   diese   letztere   eine  Wurzel  r^   besitzt,   die   keine 

Funktion  von  x  ist,  so   erkennt  man  aus  der  Gleichung  (3), 
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dafis  die  Differentialgleichimg  die  paridkolare  LSsiing  y^e''^' 
hat.  Ist  femer  r^  eise  yielfache  Wurzel  und  bezeichnet  f^  den 
Ghrad  dieser  Yiel&chheit;   so  bestehen  auch  die  Gleichungen: 

f'(r,)  =  0,    r(*-i)-0,.../t^-')(rO-0; 
folglich  ei^ebt  die  Gleichung  (4)  fCLr  die  Werte  h= 1,  2, ...  ft—  1: 

*(aj*e'-»*)  =  0, 
woraus  folgt,  dals  die  Gleichung  (1)  die  ii  Lösungen 

zolalst. 

Sind  die  Koeffizienten  P^,  P^, .,,  Pn  konstant,  so  hat  die 
charakteristische  Gleichung  n,  Yon  x  unabhängige  Wurzehi, 
und  folglich  erhalt  man  den  Satz: 

Sats«  Für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichimg 
n^  Ordmmg  mit  Tconstcmten  Koeffijnenten  bestimmt  jede  Wurzel 
der  diaraMeristischen  Gleichung  so  viele  partikulare  Lösungen, 
eis  die  Ordmmg  ihrer  Vidfackheit  beträgt.  Es  ist  also  die 
gesamte  Anzahl  dieser  partikularen  Integrale  gleich  der  Ordnung 
der  Differentialgleichmg, 

777.   Das  Fundamentalsystem.     Wir  behaupten: 

Die  n  soeben  gefundenen  Lösungen  bilden  ein  Fundamental- 

System. 

Sind  nämlich   1.   die  n  Wurzeln  Yon  f(r)  =  0  samtlich 

Yoneinander  yerschieden,  so  sind: 


^1  =  ^^',    »2=-«^*^--.9 
n  Lösungen.     Ihre  Hauptdeterminante: 


,=  e^«* 


L^ 


Vi          Vi 

• 

•y» 

dx           dx 

• 

'  dx 

=  e(ri+r»+- 

■+r„)x 

-1 

1 


.  n — 1  «>  n — 1  .  . 


,  n— 1 


Terschwindet  nicht;  denn  sie  ist  gleich  dem  Produkte  aus  den 
Differenzen  der  Werte  r. 

Serret,  Blff.-  u.  Integral -Bedmung.  m.  8.  Aufl.  15 
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Damit  ist  also  bewiesen:  Sind  die  Werte  r^,  r^, ...  rn  alle 
Toneinander  Terschieden,  so  besteht  zwischen  den  Funktionen 
gfi«^  e^t»^ . . .  eTn'  keine  Identitöt  Ton  der  Form: 

wenn  die  Koeffizienten  a^ . . .  a«  Eonstante  sind;  die  nicht 
sämtlich  den  Wert  nnll  haben. 

Sind  2.  allgemein  &  yerschiedene  Wurzeln  Ton  den 
Ordnungen  ^^  (i^,...iii^  Torhanden,  so  hat  man  den  Satz  zn 
beweisen^  dals  keine  Relation  Ton  der  Form 

möglich  ist,  wenn  |>i,|>2,  ...|>*  Polynome  vom  Ghrade  ft  — 1, 
fi,  —  1, . . .  fiA  —  1  mit  beliebigen  Eoeffizienten,  die  nicht 
sämtlich  gleich  nnll  sind,  bezeichnen.  Der  Beweis  läist  sich 
folgendermaßen  führen:  Angenommen,  es  gäbe  solch  eine 
Relation,  alsdann  differentiiere  man  dieselbe  h  —  Imal  nach- 
einander; setzt  man  dann  der  Eürze  wegen: 

so  erhalt  man  ein  System  Ton  &  Gleichungen,  nämlich: 


Da  diese  Gleichungen  bei  allen  Werten  Ton  x  bestehen 
sollen,  so  mols  auch  die  Determinante: 

A        P%         "Ph 

identisch,  d.h.  bei  allen  Werten  Ton  x  yerschwinden.  Der 
Eoefifizient  der  höchsten  Potenzen  TOn  x  in  dieser  Determinante 
wird  aber,  abgesehen  Ton  den  eingefBhrten  konstanten  Faktoren: 
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1         1         ...1 
n       rj       ...n 

und  Terschwindet,  da  die  Werte  r^,  fj,  ...r»  Tonemander 
yerschieden  sind,  nicht. 

778.  D*Alembert0  ICethode.  Wir  haben  vorhin  be- 
wiesen, dals  jede  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung 
ebenso  viele  partikulare  Integrale  liefert,  als  der  Ghrad  ihrer 
Yielbchheit  betri^.  Doch  labt  sich  der  Übergang  Ton  den 
ungleichen  Wurzeln  zu  den  yielfachen  auch  leicht  Tollziehen 
ohne  diesen  Satz,  indem  man  eine  allgemeine  Methode  TOn 
d'Alembert  benutzt,  welche  bei  yerschiedenen  Problemen  der 
Analysis  Ton  Wert  ist.    Es  sei  wie  gewöhnlich 

(1)  *(y)  =  0 
die  lineare  und 

(2)  f(r)  =  0 

die  charakteristische  Gleichung.  Wir  wollen  zunächst  annehmen, 
daGs  diese  eine  einzige  vielfache  Wurzel  r^  besitzt,  und  dals 
der  Grad  ihrer  Yielfachheit  2  ist.     Wir  bezeichnen  nun  mit 

(3)  V(ff)^0 

die  lineare  Differentialgleichung,  welche  zu  der  charakteristischen 
Qleichung: 

(4)  (r^r,-h)nr)_ 

gehört,  wobei  h  eine  beliebige  Zahl  ist.  Da  diese  Gleichung 
keine  vielfEu^hen  Wurzeln  besitzt,  so  ist  das  Tollsländige  Integral 
der  Gleichung  (3): 

Nun  ist  aber: 

und  setzt  rnnn 

16* 
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80  wird  der  Wert  Ton  y: 

Dl  und  D^  ^^^  ^^^^  willkürliche  Eonstanten,  welche  man 
statt  Ci  und  G^  einführen  und  Yon  h  unabhängig  annehmen 
kann.  Lalst  man  nnn  h  null  werden^  so  geht  die  Gleichung  (3) 
in  die  Gleichung  (1)  über;  zugleich  wird  der  vorstehende 
Wert  von  y: 

y  =  e^^'iPi  +  D^x)  +  Oje^««  +  •  •  •  +  CneTn^, 

was  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt. 

Nehmen  wir  nun  an^  dals  die  charakteristische  Gleichung 
drei  gleiche  Wurzeln  r^  hat;  die  Gleichung  (4)  hat  alsdaTm 
zwei  Wurzeln  gleich  r^  und  eine  Wurzel  r^  gleich  r^  +  Ä; 
die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (3)  ist  folglich: 

y  =  (J9i  +  Daa?)^'-^*  +  C3e('-x+*)«'  +  •  •  •  +  Gn^^'. 

Entwickelt  man  e^^  in  eine  Reihe  und  setzt  dabei: 

A  +  ^8  =  ^i,    A+GjÄ-^,    G,^  =  E„ 
so  folgt: 

Wenn  nun  h  nach  null  konvergiert^  so  erhalt  man  als 
Grenzwert: 

y  =  {Ei  +  E^x  +  E^x')e^^^+  •  •  +  GneTn^, 

und  dies  ist  das  Integral  der  linearen  Gleichung  in  dem  Fall 
einer  dreifachen  Wurzel  r^. 

Indem  man  so  fortfahrt^  erkennt  man,  dafs,  wenn  (i^  den 
Grad  der  Vielfachheit  der  Wurzel  r^  bezeichnet,  das  voll- 
ständige Integral  die  Form  bekommt: 

y  =  p^e^r^+...  +  Gnern', 

wobei  Pj  ein  beliebiges  Polynom  in  x  vom  Grade  /*  —  1  ist; 
verfährt  man  ebenso  in  Bezug  auf  die  anderen  vielfachen 
Wurzeln,  welche  die  Gleichung  f(r)  =  0  enthalten  kann,  so 
erhält  man  vollsi^dig  das  Resultat,  zu  dem  wir  in  Nr.  776 
gelangt  sind. 
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779.  UntenoheidiingvonreeUenimdkomplexeii'W'turaeln« 
Wir  haben  bisher  kemerlei  Yoratussetzung  über  die  Axt  der 
Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  gemacht.  Sind  die 
Koeffizienten  derselben  reell,  so  treten  im  allgemeinen  koigugiert 
komplexe  Wurzeln  in  den  Gliedern  der  Integralgleichung  auf; 
mau  kann  diese  jedoch  auf  eine  reelle  Form  bringen. 

Sei  , 

und  seien  ,    ,^  .^ 

zwei  konjugiert  imi^inäre  Wurzeln;  sind  dieselben  einfetche, 
so  gehören  zu  ihnen  in  dem  Integrale  die  Glieder: 

Ci6"*(cos  ßx  +  i  sin  ßx)  +  C^&*'(cob  ßx  —  i  sm  ßx)^ 

die  man  durch 

{A  coBßx  +  B  sin  ßx)e^' 

ersetzen  kann,  wenn  man 

A  =  C,  +  C,,    B=^(C,^C,)i 
setzt.     Auch  kann  man 

J.  =  6r  cos  flf,     B  =  —  Gsing 

einfahren,  so  dais  die  beiden  Terme  den  Wert: 

Gef*'  cos  (ßx  +  g) 

annehmen.      G  und  g  sind  alsdann   die  beiden  willkürlichen 
Konstanten. 

Man  erkennt  nun  unmittelbar,  dals,  wenn  die  beiden 
konjugierten  Wurzeln  r^  und  r,  vielfache  Yon  der  Ordnung  fi 
sind,  im  allgemeinen  Integrale  die  Glieder  auftreten: 

e«'[Gcos(/Jir+flr)+C?iä;  cos  (/Ja?+flri)+- '  •+G^^-i^""^cos(/Ja?+flr^-i)]; 

ö,  6ri  . . .  ff^— 1,   g,  gi  "'  9/t^i   bezeichnen    2   ii   willkürliche 
Konstanten. 

Für  die  Gleichung 

Z.B.,   welche   wir   schon  in  Nr.  747   behandelt  haben,    wird 
die  charakteristische  Gleichung 

r«  +  w*  =  0, 
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und  hieraus  folgt 

r  ==  ±  in; 

das  Tollstandige  Integral  wird  also: 

y  «=  J.  cos  nrc  +  jB  sin  nx    oder    y^=^G  cos  (nx  +  g). 

780.  AxLsdelmiing  derIntegratlonBmethode  für  konstante 
Koeffizienten  anf  einen  Fall  von  vaiiabelen  EoefQsienteii. 

Der  Satz  der  Nr.  776  ist  bisweilen  auch  anwendbar  auf 
lineare  Gleichungen,  in  denen  die  Koeffizienten  nicht  sämtlich 
konstant  sind.    Wir  wollen  hierfür  ein  Beispiel  geben. 

Für  die  Gleichung  vierter  Ordnung: 

5ä-(*+3)äP+3(*+i)3-(3«'+i)||+«y==o 

ist  die  charakteristische  Gleichung: 

sie  hat  drei  gleiche  Wurzeln  mit  dem  Werte  1,  und  folglich 
wird  der  Differentialgleichung  genügt,  wenn  man 

y^(G^+G,x+C^x^(^ 
setzt.  Da  nun  drei  partikulare  Lösungen  bekannt  sind,  so 
kann  man  die  Gleichung  auf  eine  lineare  erster  Ordnung 
bringen,  und  sie  folglich  vollständig  integrieren.  Man  gelangt 
indessen  noch  leichter  zu  diesem  Resultat,  wenn  man  blois 
die  Lösung  ^ 

anwendet    Betrachtet  man  C  als  variabel,  so  erhalt  man  für 
C  die  Differentialgleichung: 

also  wenn  man 

setzt: 

5~  +  (l-«>  =  0    oder    ^: 

Demnach  ist 
abo 
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Folglidi  ist:  . 

und  mdem  man  nach  der  Methode  der  Nr.  741  integriert: 
(7=  c I (x  —  eye^ '^    de  +  Cq+  e^x  +  c^a^. 

0 

Das  Tollstandige  Integral  ist  also: 

0 

^09  ^;  ^}  ^  B^^  ^^  willkürliche  Eonstanten. 

781.   Nicht  homogene  Glei<dinngen  mit  konstanten  Eoett« 
Eienten.    17m  das  Tollstandige  Integral  der  Gleichung 

(1)  *(y)-F 

ZU  bilden,  braucht  man  nnr,  wie  wir  gesehen  haben,  ein 
partikulares  Integral  dieser  Gleichung  zu  kennen,  und  dieses 
zu  dem  vollständigen  Integrale  der  reduzierten  Gleichung 

(2)  *(y)-0 

zu  addieren.  In  Nr.  769  haben  wir  bewiesen,  daJb  man  die 
partikulare  Lösung  durch  die  Gleichung 

XX  X 

x^  x^  x^ 

erhali  In  derselben  bezeichnen  j^^,  ^g^ .  • .  !^n  partikulare 
Losungen  der  Gleichung  (2),  und  9>A(y)  stellt  die  Funktion 

dar,  wobei  die  Eoefßzienten  X  so  bestimmt  sind,  dafs 

<P*(yi)  =  0,    <|P*(y2)  =  0,...<)Pi(y„)-0 

mit  Ausnahme  Ton 

9>jfc(y*)  -  0 
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Dieses  Resultat  wollen  wir  nun  auf  den  Fall  anwenden, 
dals  die  Koeffizienten  Ton  9(f/)  konstant  sind^  und  die 
charakteristische  Gleichung  keine  gleichen  Wurzehi  hat.  Hier 
ist  yjfc  =  e^**  und  y*(y)  ist  das  Produkt  Ton  er'  mit  dem 
Polynome: 

;^  +  A^r  +  i,r>  +  . . .  +  i„-2r«-«  +  r^^S 

welches  null  werden  muls,  wenn  man 


mit  Ausnahme  Yon  n  einsetzt.    Hieraus  folgt,  dals,  wenn  f(r) 
die  Funktion  in  der  charakteristischen  Gleichung  bezeichnet: 

ist,  und  fiir  y  =  y*  oder  r  =  rk  wird: 
Demnach  ergiebt  die  Formel  (3): 

XX  X 

^  Xq  Xq 

Man  erhalt  genau  denselben  Ausdruck,  wenn  man  die 
Methode  Ton  Gauchy  anwendet,  die  in  Nr.  770  entwickelt 
wurde. 

Es  würde  nicht  schwierig  sein,  aus  dieser  Gleichung  den 
Ausdruck  abzuleiten  für  den  Fall,  dafs  die  charakteristische 
Gleichung  vielfache  Wurzehi  hat;  doch  halten  wir  es  nicht 
ftir  notig,  diese  Untersuchung  auszuführen.  Man  löst  in  jedem 
einzelnen  Falle  die  Aufgabe  leicht,  indem  man  die  allgemeine 
Formel  (3)  benutzt. 

782.   Beispiele.     1.   Die  Gleichung 


X 


d*y  _    j    /     äx 
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ergiebt  zunächst  ftir  die  reduzierte  Form  die  Gharakteristik 

/•(r)  =  r>-n>=0, 
also 

folglich  das  Integral: 

Da  nun  .,,  .      ^ 

ist  und 

80  erhalt  man: 

XX  X 

0  0  0       '^ 

oder,  wenn  man  a  als  Yariabele  nnter  dem  Integral  einführt: 

X 

/r  njx^a)  it(a?  — an» 

1/1+? 

0 

Das  gesuchte  Integral  ist  also: 
2.  Die  Gleichung 

besitzt  als  Gharakteristik  der  Reduzierten  die  Gleichung 

ond  die  partikularen  Integrale  dieser  letzteren  sind 

femer  hat  man  in  den  Bezeichnni^en  der  Nr.  781 
Vidfi) ^'     9>»(y)  =  e"'- 
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Setzt  man  also: 

X  X 

X  =  —  6*'  /  Yxe-^'^dx  +  ira**  /  Ve-'^'dx, 

Xo  Xo 

SO  erhalt  maa  das  Yollstandige  Integral: 
y=:((7i+02aj)e~*+X 

788.  SpoEielle  Fälle.  Ohne  die  allgemeinen  Formeln  zu 
benutzen^  kann  man  auch  in  jedem  besonderen  Fall  eine  direkte 
Rechnung  ansftihreny  nach  der  Methode^  yermittelst  deren  wir 
zu  jenen  Formeln  gelangt  sind. 

Wir  müssen  aber  noch  zwei  FSJle  angeben^  bei  denen 
man  unmittelbar  zur  Kenntnis  eines  partikularen  Integrales 
gelangt. 

Erstens,  wenn  das  zweite  Glied  V  eine  ganze  Funktion  ist; 

F=  A^xP  +  A^xP-^  + h  Äp^ix  +  Äp, 

so  wird  man 

y  =  a^xP  +  a^xp-^  +  •  •  •  +  a^^ix  +  a^ 

setzen;  und  indem  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  ein- 
ftihrt,  gewinnt  man  p+1  Gleichungen^  welche  zur  Bestimmung 
der  Koeffizienten  a^,  a^j...ap  dienen. 

Zweitens,  wenn  das  zweite  Glied  V  die  Form  hat: 

F=  A  cos  /ta;  +  5  sin  i^x    oder     F=  Aef"'*  +  Be-f***, 

wo  i  die  )/—  1  bedeutet,  so  hat  man 

y  =  a  cos  fta?  +  6  sin  /ta?    oder    y  =  ae^**  +  66""^*' 

zu  setzen,  und  man  erhalt  zwei  Gleichungen,  aus  denen  man 
die  Werte  von  a  und  b  entnehmen  kann.  Dabei  ist  indessen 
zu  bemerken,  dals  diese  Gleichungen  auch  unendliche  Werte 
fCLr  a  und  b  ergeben  können,  indem  die  Koeffizienten  yon  a 
und  b  in  den  Gleichungen  identisch  verschwinden;  in  diesem 
Falle  muls  man  die  Form  des  Wertes  von  y  modifizieren. 
Ist  die  gegebene  Gleichung 
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80  hat  mBJi,  was  auch  dar  Wert  Ton  ii  sein  mag: 

und  demnach,  wenn  man  nach  ±  iii  differentiiert: 

^(axe±',fi^  =  ae±'f**\f{±  iii)  +  xf(±  fit)], 

Nach  diesen  Formeln  kann  man,   wenn  /*(±  f^t)    nicht 
null  ist. 

setzen,  öder,  was  auf  das  nämliche  hinauskommt: 
y^acoBiix  +  bBva  iix. 
Ist  aber  ...      ^      ^ 

jedoch  f\±.  fit)  Ton  null  yerschieden,  so  kann  man 

y  »  x(a  QOBiix  +  b  sin  lax) 
setzen  n.s.w. 

Wir  betrachten  als  Beispiel  die  Gleichung 

dl'v 

^.  +  y==cosa:; 

hier  ist: 

f(±  l^i) fi*  +  1,    r  (±  l^i)  -  2/it, 

und  da  fi  gleich  1  sein  muls,  so  hat  man  zu  setzen: 

y  «  x(a  cos  a?  +  6  sin  x), 
also: 

^  =  x^—  a  sin  a?  +  6  cos  a?)  +  (a  cos  fl?  +  &  sin  x), 

j-^  «  —  x(a  cos  a?  +  6  sin  x)  +  2(—  a  sin  o;  +  &  cos  «); 
substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung,  so  folgt: 

2(—  a  sin  a?  +  6  cos  x)  «  cos  x, 
also: 

o-O,    &  =  |. 

Man  erhalt  demnach  das  partiktdare  Integral 

1 

Y^csmiT, 

und  das  Tollstandige  ist: 

y  =  Cj  sm  a;  +  C^  cos  x  +  ^a?  sm  a?. 
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784.  Ein  Gleiohmigsl^ypiis«  der  auf  konstante  Eoeffi« 
aienten  znrüokf&hrt.  Die  linearen  Gleichungen^  um  welche 
es  sich  hier  handelt,  sind  yon  der  Form: 

Äi,  A^j...Any  a  und  b  sind  Eonstanten,  die  rechte  Seite  V 
irgend  eine  Punktion  von  x. 

Diese  Gleichung  kanu  in  eine  andere  mit  konstanten 
Koeffizienten  transformiert  werden;  man  hat  zu  diesem  Zweck 

zu  setzen,  und  t  als  unabhängige  Yariabele  an  Stelle  yon  x 
einzuführen. 
Es  wird: 


dx        .  I   i         1  dt 

a-j7  =  e*=ax  +  o,     also     t- = 

n.f.  •         '  H.n»i 


und  folglich: 


d*  '  da;       aa;+5 

dx       ax-\-h'  dt^ 


d^ 
dx^ 


Substituiert  man  diese  Werte  und  multipliziert  sodann 
die  Gleichung  mit  {ax  +  6)**,  so  erhalt  man  eine  lineare  Glei- 
chung mit  konstanten  Koeffizienten. 

Es  ist  indessen  nicht  notwendig,  die  Transformation  aus- 
zufOhren,  um  das  Integral  zu  gewinnen.  Denn  schreibt  man 
die  Gleichung  kurz: 

(1)  *(y)  =  F, 

SO  genügt  es,  das  Yollsi^dige  Integral  Yon 

(2)  <&(y)  =  0 

zu  bilden,  und  zu  diesem  gelangt  man  leicht  auf  folgendem 
Wege.  Ersetzt  man  y  durch  {ax  +  6)'*  oder  durch  e^'(««+»), 
so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form: 

^\_{ax  +  ly-]  =  {ax  +  by-*'f{r), 
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wobei  f{f)  ein  ganzes  Polynom  in  r  Tom  Qrade  n  ist.  Diffe- 
rentiiert  man  nun  diese  Gleichung  &-mal  in  Bezug  auf  r,  so 
erMlt  man: 

^i{ax  +  hyi\ax  +  6)] 
^^^  j=(aa:+6y-«[/X*)(r)+|Ka:r+&)/^(*-i)(r)+ .  •  •  +?*(aa:+&)/-(r)], 

und  es  folgt  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)^  dals  einer 
Wurzel  r^  der  Charakteristik  f(r)  =  0,  deren  Yielfiichheit 
^eich  ft  ist,  fi  partikulare  Integrale  der  Gleichung  (2)  ent- 
sprechen,  nämlich: 

{aX'\-VY^l{ax  +  h)y 


(ax  +  Vf^y-^iax  +  6). 

Ist  r^  komplex,  so  ist  (ax  +  Vf^  gleich  ß^i '(«*+*). 

Auf  diese  Weise  kennt  man  also  n  partikulare  Integrale 
der  Gleichung  (2),  und  aus  ihnen  kann  man,  wie  wir  wissen, 
das  Yollstöndige  Integral  der  Gleichung  (1)  ableiten. 

Beispiel«     Die  Gleichung  zweiter  Ordnung: 

gehört  zu  der  behandelten  Klasse.  Setzt  man  y=^af  und 
unterdrückt  den  Faktor  af,  so  erhalt  man  als  charakteristische 
Gleichung: 

r{r  -  1)  -  (2n  -  l)r  +  n*=  0     oder     (r  -  n)*=  0; 

die  beiden  Wurzeln  sind  gleich  n;  und  folglich  werden  die 
partikularen  Integrale  af^,  af^lx]  das   Yollständige  Integral  ist 

§  3.    Lineare  Systeme, 

785«  Eliminationen,  erläutert  an  Beispielen«  Die  Inte- 
gration irgend  eines  Systemes  Ton  simultanen  Differential- 
gleichungen kann  durch  Elimination  auf  die  Integration  Yon 
emer  oder  mehreren  Differentialgleichungen  gebracht  werden, 
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Yon  denen  jede  nnr  zwei  Yariabele  entluUt.  Es  ist  eyident, 
dafs  diese  letzteren  öleiclinngen  lineare  sind,  wenn  die  Glei- 
chungen des  Systemes  lineare  waren.  Wir  wollen  nnn  zmmclist 
zwei  Beispiele  ftlr  diese  MeÜhode  behandeln. 

1.  Es  seien  zwei  simultane  Gleichungen 

gegeben;  aus  der  zweiten  entnimmt  man: 

de    , 
y-di  +  '' 

abo  durch  Differentiation: 

dx       dx*  '   dx^ 
werden  diese  Werte  in  die  erste  Gleichung  substituiert,  so  folgt: 

£.  +  4^  +  4.-0. 

Diese  Gleichung  ist  eine  lineare  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten, ihr  entspricht  die  charakteristische  Gleichung 

und  ihr  YoUstandiges  Integral  ist  also,  wenn  C^  und  C^  zwei 
willkürliche  Eonstanten  bezeichnen: 

Hieraus  folgt  dann: 

y  =  [(C,-CO-C,a;>-»». 

2.  Wir  wollen  die  beiden  simnltanen  Gleidrangen: 

i 

dy      d^x  ,   K  daJ   ,  a  I      dt 

0 

integrieren.  Lost  man  dieselben  nach  y  und  ^  auf,  so  erhalt 
man  die  beiden  folgenden: 


Lineare  Differentialgleichtiiigen.    Grundlagen.  239 

t 

0 

t 

dt       dt^         dt^       ^  J  ym* 

0 

Differentiiert  man  nim  die  erste  derselben  und  subtrahiert 
Yom  Besnltat  die  zweite,  so  folgt: 

d^x       iA<**«    I    oA^«       OÄ  ^    r    di  1 

TIF— lOjTF  +  29-jT  — 26a?=»^  /    ,         p= 

dt^        dv        dt  ^j  yr+i*     yi^ 


0 


Die  charakteristiscbe  Gleichung  wird  hier: 
f{r)  -  r»-  10r»+  29r  -  26  =  0, 
*^^^-  /"(r)-3r«-20r  +  29; 

ferner  ist,  was  auch  die  Funktion  V  sein  mi^: 


Je-^^rdt^-ye-^^r+y  Je- 


■•"»*■ 


Man  erkennt  nun  leicht,  dals  man  ein  partikulares  Integral 
der  Gleichung  f&r  x  erhalt,  wenn  man  die  Summe  der  Werte 
bildet,  welche  der  Ausdruck 


9-8r 


re-^^dt  9        r_dt_ 

)      J   yr+l^       2r(8r«-80r  +  29)y   yr+t 


2f(3r*-80r  +  29)''    ^   VlT**       2r(8r*-80r  +  29)^   VTT** 
0  0 

annimmt,  wenn  man  f&r  r  die  drei  Wurzeln 
2,    4  +  1/3,    4-1/3 

der  charakteristischen  Gleichung  einsetzt.  Man  bekommt  dem- 
nach das  vollständige  Integral,  wenn  man  hierzu  die  Summe: 

addiert,  wo  C^j  Q,  C^  willkürliche  Eonstanten  sind.  Nachdem 
sonach  der  Wert  von  x  bekannt  ist,  findet  man  den  Wert 
Ton  y  yermittelst  einer  der  beiden  obigen  Gleichungen. 
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786,  Systeme  I  die  auf  lineare  zurückführen«  Differential- 
gleiclinngen,  welche  nicht  die  lineare  Form  haben,  können 
bisweilen  auf  diese  Form  durch  Einführung  neuer  Yariabelen 
gebracht  werden.  Als  Beispiel  hierfür  betrachten  wir  die  drei 
Differentialgleichungen,  welche  in  der  Formel: 

r^v  dx dy^ de du 

^  ^  ~y         e         u        X 

enthalten  sind.  Führt  man  eine  neue  Yariabele  t  ein,  deren 
Differential  gleich  ist  diesen  Verhältnissen,  so  esbalt  man  die 
vier  Gleichungen: 

/C.V  dx  dy  dz  du 

(2)  Tt=y'    Tt='>    Tt"*'    dt-'''' 

hieraus   folgt,    wenn    man   ^   als    die    unabhängige   Yariabele 

ansieht: 

,o\  dx  d*x  d^x 

(3)  y=w  ^=d?'  «=d(* 

und 

(4)  ^--=0. 

Die  charakteristische  Gleichung  dieser  letzten  ist 

also:  , 

Die  beiden  konjugiert  imaginären  Wurzeln  fähren  in  dem 
vollständigen  Integrale  der  Gleichung  (4)  das  Glied  C  cos  (t  —  t^) 
herbei,  wo  C  und  t^  zwei  willkürliche  Eonstanten  sind.  Die 
beiden  zu  den  reellen  Werten  von  r  gehörigen  Glieder  kann 
man  mit  Äef~-*'>  und  Be—^*—*^^  bezeichnen,  wobei  Ä  und  B 
neue  willkürliche  Eonstanten  sind.  Da  aber  die  Yariabele  t 
nur  durch  ihr  Differential  deJBüiiert  ist,  so  kaun  man  auch  t  an 
Stelle  von  t  —  tQ  setzen;  folglich  erhalt  man,  dsk  y,  0,  u  durch 
die  Gleichungen  (3)  bestimmt  sind,  das  Integralsystem: 

x^Ä^+Be-^+Ccoat, 
y  =  A^  —■  Bc*  —  C  sixit, 
z  =  Ä^+Be-*-Ccost, 
u  =  Ä^-'Be-'*+  Csmt 
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Setzt  man 

4C«=a,     16ÄB==ß,    log4^  =  y, 
80  folgt  ans  diesem  Systeme: 

a  =  (a?-^)*+(»-w)^ 

ß  =  (x  +  zy^(if  +  uy, 

y  -=l(x  +  y  +  z  +  u)  +  Bxc  tang  ^^. 

•  ^~  SS 

787»  Das  allgemeine  System  sweier  Gleiehimgen  mit 
2wei  Unbekannten,  Eine  bemerkenswerte  Methode  der  Re- 
duktion eines  beliebigen  Systemes  von  simultanen  linearen 
Gleichnngen  yerdankt  man  d'Alembert.  Wir  wollen  annehmen, 
daüs  das  gegebene  lineare  System  auf  die  erste  Ordnung 
gebracht  ist;  indem  man  nötigenfalls  neue  Yariabele  ein- 
gefohrt  hat,  wie  dies  in  Nr.  733  gezeigt  wurde,  und  behandeln 
zunächst  den  Fall  von  2  Gleichungen. 

Die  beiden  linearen  Gleichungen  seien: 


(1) 


|f  +  P'y+^',=  F'; 


P,  Q,  P',  Q',  V,  V^  sind  gegebene  Funktionen  der  als  un- 
abhängig betrachteten  Yariabelen  x.  Addiert  man  diese  beiden 
Gleichungen,  nachdem  man  die  zweite  mit  einem  noch  un- 
bestimmten Faktor  X  multipliziert  hat,  so  erhalt  man 

Wir  bezeichnen  mit  t  eine  neue  Yariabele  und  setzen: 

(3)  y  +  Xjs^t, 
also: 

(4)  §l!  +  A^  +  ^^  =  f. 
^  ^  dx  dx  *      dx       dx 

Ersetzt  man  nun  in  der  Gleichung  (2)  y  und  ^  durch 
ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4),  so  folgt: 

^^  +  {P+XF)t^0[^  +  (P  +  XP')X^{Q  +  XQ')]^V+XV\ 

Serzet,  DÜL- n.  Integral -Beohmmg.  m.  2.  Aufl.  16 
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Man  kann  nun  über  den  unbestimmten  Faktor  X  so  yer- 
fügen^  dals  die  Yariabele  z  aus  dieser  Gleichnng  yerschwindet^ 
d.  h.  alsO;  dafs 

(5)  ^  +  p'x«+(P-(2')x-e==0 

wird,  und  folglich: 

(6)  ^  +  (P+xp')t=^v+kr. 

Diese  Gleichung  ist  linear,  und  aus  derselben  fol^  durch 
Integration: 


(7)      <  =  c  *^ 


X     X 


pf{P-^lP^)dx 

C+  I  e'o  (r+XV')dx 

oder,  wie  wir  kurz  schreiben  wollen: 

(8)  t^F(x,  X,  O, 

wobei  G  eine  willkürliche  Eonstante  ist. 

Die  Gleichung  (5),  von  welcher  X  abhängt,  ist  nicht  hnear, 
aber  man  braucht  auch  nicht  ihr  vollständiges  Integral  zu 
kennen;  zwei  partikulare  Integrale  X^  und  X^  genügen.  Denn 
die  Werte  von  t,  welche  diesen  Werten  von  X  entsprechen,  sind 

y  +  V;    y  +  ^^y 

die  Gleichung  (8)   ergiebt  also,   wenn   man   nacheinander  C^ 
und  C^  an  Stelle  von  C  schreibt: 

Jede  derselben  ist  ein  Integral  des  gegebenen  Systemes. 

788.  Integration  des  Systemes  yon  2  Gleiolixmgen  bei 
konstanten  Koeffizienten«  Die  Methode  von  d'Alembert 
fuhrt  direkt  zur  Bestimmung  der  Integrale  linearer  Differential- 
gleichungen, wenn  die  Koeffizienten  konstant  sind. 

Es  seien  P,  Q,  P',  Q'  Eonstante;  wenn  die  quadratische 
Gleichung 

(10)  rx*+{P^Q')X^Q^O 
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zwei  üngleiclie  Wurzeln  hat,  X^  X^  imd  Jl  =  i,,  so  hat  man 
die  beiden  gesuchten  Losungen  der  Differentialgleichung  (5), 
indem  man  1  =  1^^  nnd  A  ~  i,  setzt    Man  erhalt  hier: 


t:=::,e-^^-^^^'^* 


c + jt^P'\-it')»(j+  X  r)dx 

und  die  Gleichungen  (9)  werden  also: 


(11) 


y  +  l^g  =  e-^^+^'^' 


y  +  l,e  =  c-C+iti^« 


X 

C,  +  fe^P'^^^>(J+  A,  r)dx 


Ist  Q  =  0,  so  ist  eine  der  Wurzeln  X^y  A,  gleich  null;  in 
diesem  Falle  ist  eine  der  Gleichungen  (11)  das  Integral  der 
ersten  der  gegebenen  Gleichungen,  welche  die  Yariabele  e 
nicht  enthält.  Ist  P' »  0,  so  ist  eine  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung (10)  unendlich;  dieser  Fall  ist  dem  Falle,  wo  Q=»0 
ist,  analog.  Die  zweite  der  gegebenen  Differentialgleichungen 
«ithalt  y  nicht,  und  lalst  also  e  als  Funktion  Yon  x  bestimmen; 
y  ist  alsdann  durch  Integration  der  ersten  Gleichung  gegeben. 

Sind  die  beiden  Wurzeln  einander  gleich  und  X^  ihr  Wert, 
80  hat  die  Gleichung  (5)  die  Form: 


dl 


^  +  P'(A-A,)«-0    oder 


dl 


-,+P'da?  =  0. 


Durch  Integration  erluUt  man: 

wobei  Q  eine  willkürliche  Eonstante  bezeichnet  Es  genügt 
for  Q  zwei  partikulare  Werte  einzusetzen,  um  zwei  ver- 
schiedene Werte  für  Jl  zu  bekommen,  die  wir  brauchen.  Setzt 
man  6r=oo  und  sodann  G^»0,  so  erhalt  man: 

X  ^  X^,      ^  =  *l+p7^' 

16* 
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und  die  entsprechenden  Werte  von  e  ^  sind: 


Bemerkung.  Man  kann  auch  bemerken^  dab  die  auf  den 
besonderen  Fall  A, »  ^^  bezüglichen  Formeln  leicht  ans  den 
GUeichnngen  (11)  des  allgemeinen  Falles  abgeleitet  werden 
können.  Denn  die  Gleichheit  der  Wurzeln  X  hört  auf^  wenn 
man  die  Koeffizienten  in  passender  Weise  ändert;  zu  dem 
Zwecke  genügt  es^  die  Gleichung  mit 

zu  multiplizieren.  Dabei  können  wir  aber  annehmen^  dafs  P 
und  P'  nicht  verändert  sind^  dafs  sich  vielmehr  diese  Änderung 
nur  auf  die  Koeffizienten  Q  und  Q^  erstreckt,  die  in  den 
Gleichungen  (11)  nicht  vorkommen.  Nun  können  diese  Integrale 
dargestellt  werden  in  der  Form: 

y  +  (X,  +  h)z  «  F{x,  X,  +  h,  C,  +  hC,), 

indem  man  C^+hC^  an  Stelle  von  C^  schreibt.  Die  zweite 
Gleichung  kann  nun  durch 

^  _  F{x,  X,  +h,  fi  +hC,)-F(x,  X,C,) 
h 

ersetzt  werden,  und  für  den  Grenzfall  h  =  0  reduziert  sie  sich 

*^^-  dF   ,   ^  dF 

789.  BeispieL     Die  beiden,  schon  in  Nr.  785  behandelten 
simultanen  Gleichungen: 

ergeben  nach  der  Methode  von  d'Alembert: 


dx 
dx 


--(A~  1)2=0. 
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Hieraus  folgt: 

Man  kann  hier  also 

setzen.    Sind  dann  t^,  ^  die  Werte  von  t,  welche  diesen  Werten 
von  X  entsprechen,  so  ist: 


also: 


y  +  0==  Ci«-**,     if  +  0 


C, 


ß— 2« 


790*  Das  allgenoieine  Systenoi  von  beliebig  vielen  Olei« 
ohnngen«  Es  seien  n  lineare  (Heichnngen  erster  Ordnung 
gegeben: 


(1) 


dXi 


g  +  P.Wx,  +  P,Wa^  + .  ■  •  +  P,Wxn~  F„ 


^  +  Pi<^'»x,+  P,w«i+  •  •  •  +  P«Wa;«-  F« 


Die  Koeffizienten  P/*)    and  die  rechten  Seiten  F  sind 
lene  Funktionen  der  nnabMngigen  Yariabelen  x.     Wir 

addieren  diese  Gleichungen,  nachdem  wir  sie  znTor  mit  den 

unbestimmten  Faktoren 

multipliziert  haben,  nnd  setzen  femer 

(2)  XiXi+XtXt-\ h  im-lXn-l +Xn'=t, 

Bodami: 

4,P,W  +  A,P,W  +  •  •  •  +  i„_iPi("-i)  +  P^W  =  «ßi, 
iiPjW  +  X,P,(»)  +  •  •  •  +  il„_iP,(— 1)  +  P,(")  =  «ß,, 


(3) 


und 

(4) 


li^P««  +  X,P.(»)  +  •  •  •  +  X„_iP„<«-i)  +  P„W -  % 
Xi  Fl  +  i,  Fj  +  •  •  •  +  A«-i  F„_i+ F„«  SJ. 
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Man  erhalt: 

Wir  ersetzen  nun  Xn  durch  seinen  Wert  aus  der  Glei- 
chung (2)  und  benutzen  die  Unbestimmtheit  der  Faktoren  X, 
um  die  Variabelen  a^,  a^g;  •  •  ^n—i  z^  eliminieren;  die  vor- 
stehende Gleichung  reduziert  sich  dann  auf 

(5)  |^  +  ^«<  =  3J, 

und   man  bekommt  zur  Bestimmung  yon  X  die  n  —  1  Glei- 
chungen: 


(6) 


dic 


Die  Gleichung  (5)  ist  linear,  aus  ihr  folgt: 


(7) 


c+f. 

L         «0 


C  ist  eine  willkürliche  Eonstante. 

Die  n—  1  Gleichungen  (6)  sind  nicht  linear;  doch  genügt 
es  für  unsem  Zweck,  n  Systeme  von  Werten  für  die  Groisen 
^19  J^if  "'  >ln— 1  zn  kennen,  welche  diese  Gleichungen  befriedigen. 
Denn  bezeichnen  wir  allgemein  mit 

wobei  der  Index  i  von  1  bis  n  variiert,  irgend  eines  dieser 
Systeme  und  mit  <W  den  Wert  von  t,  welchen  die  Gleichung  (7) 
ergiebt,  wenn  man  daselbst  den  Faktoren  X  die  Werte  1^^  bei^ 
legt  und  Ci  an  Stelle  von  C  schreibt,  so  hat  man  n  Losungen 
des  simultanen  Systemes  von  Differentialgleichungen,  nämlich: 

f  Ai^O?!  +  X^^^^X,  -h  •  •  •  +  Xn^l^^^Xn^l  +  Xn^  t^^ 

X^Wa;,  +  X,(^^)x,  +  . . .  +  An-lWa^n-1  +  Xn  =  <W, 


(8) 


.  Xi<«)a?i4-  V^^a^,  +  •  •  •  +  in-i('*>a?n-i  +  ^«  =^^'*^. 
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Die  Determiiiaiite  der  Koeffizienten  anf  der  linken  Seite 
darf  nicht  verschwinden^  und  ftlwlftnTi  erhalt  man  aus  diesen 
Gleichungen  &x  x^,  oc^,  ...Xn  üe  Werte  Ton  der  Form: 

f  a^  =  T/i)<«  +  T^w^w  +  •  •  •  +  i;w<(«>; 


(9) 


Die  Koeffizienten  T  sind  Funktionen  von  X. 

Ist  nun  Xi  der  Wert,  welchen  Xt  annimmt,  wenn  man 
den  Konstanten  G^y  C,, . . .  C»  den  Wert  null  beilegt,  ist  femer 
Zi  der  Wert,  welchen  Xi  erhalt,  wenn  man  die  rechten  Seiten 
V^,  V^,...Vn  der  gegebenen  Differentialgleichungen  null  setzte 
80  ist  aus  der  Gleichung  (7)  ersichtlich,  dais  die  Gleichungen  (9) 
die  Form  erhalten: 

flji  =  Xi  +  jETj,  a^  =  Z,  +  ^i> . . .  a«  =  Xn  +  jer^. 

Es  besteht  demnach  der  Satz: 

Die  Werte  von  x^,  x^,.-.  x^  wdche  die  vollständige  Lösung 
des  gegd>enen  simtdtanen  Systemes  (1)  bilden,  werden  erhallen^ 
indem  man  zu  den  Werten  X^,  X^, . . .  Xn,  welche  eine  partihu- 
la/re  Lösung  ohne  widhärUche  Konstanten  darstdlen,  diejenigen 
Werte  von  x^,  x^,.,.Xn  addiert,  welche  eine  vollständige  Lösung 
de^enigen  Oleichwngssyslemes  hüden,  das  entsteht,  wenn  man  in 
(1)  die  rechten  Seiten  dwch  0  ersetgl. 

79L   Das  FundamentalsyBiem.    Es  seien 

^«,    «,«,...«:«(•> 

n  Lösungen  des  öleichungssystemes  (1).  Dieses  werde  in 
dieser  Nummer  homogen  angenommen,  so  dals  die  rechten 
Seiten  identisch  verschwinden.  Besteht  nun  kein  simultanes 
Gleichungssystem  von  der  Form: 

a^x^^)  +  «ja;/»)  +  •  •  •  +  anX^^""^  =  0, 


(10) 


a^x^^)  +  a^Xn^^)  +  •  •  •  +  «««:„(-)  =  0, 
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in  welchem  die  Koeffizienten  €^,i)Cf,,.,cCn  Eonstante  bezeichnen^ 
Bo  sagen  wir^  die  n  Lösungen  bilden  ein  Ftmdamentalsystem. 
Es  gilt  nnn  der: 
Satz  I«    Seim 


x,i% 


x,^%. 


X, 


Ä 


(i  =  l,2...n), 


n  Lösimgen  von  (1),  die  ein  Fimdamevdalsystem  lüden.    Als- 
dcmn  ist  die  Belermvncmte  der  n  Lösungen: 


Xii) 


^i' 


(n) 


nickt  identisch  nuü,. 

Wäre  die  Determinante  A  null  bei  allen  Werten  von  Xj 
so  konnte  man  jedenfalls  n  Funktionen  u^yU^f,,,Un  angeben^  so 
dafs  die  Gleichungen: 

u^x,^^^  +  «2^«^*^  H 1"  Wua;«^"^  =  0 

identisch  bestehen.  Man  braucht  ftlr  die  Funktionen  u  nur 
Werte  einzusetzen,  welche  den  Unterdeterminanten  einer 
Horizontalzeile  in  der  obigen  Determinante  A  proportional  sind, 
und  von  diesen  kann  man  wieder  annehmen,  dafs  sie  nicht 
alle  identisch  yerschwinden.     Dann  ist  aber  auch 


dx 


dx^ 


(1) 


dx 


+  W2 


dx 

dx^ 
dx 


0, 


+  ...  +  W' 


dx  ^> 


wie  man  ohne  weiteres  erkennt,  wenn  man  für  die  DifiEerential- 
quotienten  ihre  Werte  aus  dem  linearen  DifiFerentialgleichungs- 
system  (1)  einsetzt.  Diflferentiiert  man  also  das  vorhergehende 
System,  so  ist: 
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u\x^^^  +  w'jÄi«  +  •  •  •  +  tt'nÄJiW  -  0, 
(13)  **'^^^'^  "•■  **'*^^'^  "^  "  *  "^  "^'""^^"^  ^  ^' 

,  W>„W  +  W',a?n(«>  +  •  •  •  4-  tt'n««(«>  =  0, 

wobei  u'/  die  Ableitimg  von  Ui  bezeichnet     Hieraus  folgt  im 
Zusammenhange  mit  den  Gleichungen  (12);  dafs 

<  =^!^  ===... «'^ 

ist;  oder  wenn  man  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Quotienten 
mit  Q  bezeichnet: 

f'iA\  ra^*  fQ^*  fa^' 

d.  h.  die  Verhältnisse  der  Funktionen  u  sind  konstant, 
umgekehrt  gilt: 

Satz  n.    Sind 

{x^^%    ai«,...a?««) 

für  i==\y2y,.,nj  n  Lösungen  von  (1),  deren  Determinante  A 
nicht  identisch  verschwindet,  so  hüden  diese  ein  Fundamentair 


In  der  That^  bestünde  ein  simultanes  System  von  der 
Form  (1)  identisch;  so  folgte  daraus,  dais  A  identisch  ver- 
schwindet. 

Aus  dem  allgemeinen  Ezistenztheorem  (Nr.  719)  folgt 
ferner,  dafs  in  der  Umgebung  einer  Stelle  x^Xq,  an  welcher 
die  P  der  Gleichungen  (1)  sich  sämtlich  regulär  verhalten, 
immer  eine  Lösung  (x^,  ^;  •  • .  ^n)  existiert,  die  sich  &a  x=^Xq 
auf  ein  vorgeschriebenes  System  von  Anfangswerten  (%,  * 
Oj,  ...a«)  reduziert.*  Die  n  Funktionen  x^,  x^,,,.Xn  verhalten 
sich  dann  selbst  in  der  Umgebung  von  Xq  regulär. 

Man  kann  daher,  wenn  Xq  die  angegebene  Bedingung  er- 
füllt, immer  n  Losungen  von  (1)  finden: 

a?Ä    ÄiW,...a:n(0,    (i=l,2,...w), 

bei  denen  das  zugehörige  System  von  Anfangs  werten: 

(^A    ag«, . . .  a„('*J,    (i  =  l,2,  ...w). 


250  Fünftes  Kapitel, 

eine  von  0  yerschiedene  Determinaiite: 


<h^'\ 


a,W, 


;» 


ergiebt.  Nun  reduziert  sich  aber  die  Determinante  A  der 
n  Lösungen  &a  x^^x^  auf  Aq.  Also  kann  A  nicht  identisch 
verschwinden.  Hieraus  folgt  die  Existenz  von  Fundamental- 
systemen: 

Satz  m.  Jedes  System  von  linearen  Differentidgleidmngen 
erster  Ordnung,  u?dches  die  Bedingungen  des  Eodstendheorems 
der  Nr.  719  erfiMt,  besitz  immer  Ftmdamentälsi/steme  von 
Lösungen. 

Endlich  gilt: 

Sats  IV.    Sind 

(X,(%      X,(%...Xn^^) 

für  i^l,2y,,,n,  n  Lösungen  von  (1),  die . am  Fundamental- 
system büden,  so  besteht  für  jede  andere  Lösung  (x^,  ^; .  • .  x») 
von  (1)  identisch  ein  Oleichungssystem  der  lorm: 

x^  =  CiiCiW  +  Cia?iW  +  •  •  •  +  O.aJi^'') 
x^^  C^x^^)  +  C^x^^^  +  ^ 


'  +  CnX^^^) 
'  +  GnXn^''\ 


WO     C^y     C^,    , 


.  Cn  Konstante  bedeuten. 
Jedenfalls  kann  man  zu  den  n  +  1  Lösungen 

(Xi^^x^^^*'*Xn^^)    und    {x^x^*"Xf)y 

n  Funktionen  %,  u^-'Un  bestimmen^  so  dals: 

(15)    a?*  =  Mia?i(i)  +  WsiriW  +  ...  +  w«a?*(«),    (i  =  l,2,...n) 

wird;    denn    die    Determinante   A   ist    nicht    identisch    nulL 
Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  die  rrjfc  in  das  System  (1): 

(1)      ^  +  PiWa^  +  P,W^  +  ..-  +  PnWa^«0  (*  =  l,2,...n), 
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ein,  so  wird  der  Koeffizient  Ton  Uii 

identisch  ntdl,  weil 

eine  Losung  darstellt.  Also  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (1) 
nach  Substitution  der  Ausdrücke  (15)  auf  das  System: 

rr»W.^  +  a;»(«).^  +  ...  +  «,«.^  =  0    (*  =  l,2...n). 

Da  aber  die  Determinante  A  nicht  identisch  yersohwindet,  so 
ist  gleichzeitig  identisch: 

dx      ^'     dx  =^>--  dx  ""^' 

d.  h.  die  t«  sind  sämtlich  konstant  und  der  Satz  ist  .  be- 
wiesen. 

Wir  können  also  auch  si^en: 

In  jedem  Systeme  von  linearen  homogenen  Differential- 
gleiclmngen  erster  Ordnimg  sind  die  n  Funktionen 

wdche  eine  Lösung  büden,  lineare  homogene  Funktionen  der 
Integration^constanten  C^,  C^, ...  Cn. 

Diese  Thatsache  wurde  bereits  in  Nr.  709  benutzt. 

792.  Integration  eines  Systemes  mit  konstanten  Eoeffi« 
sienten«  Erste  MeÜLOde.  Sind  die  Koeffizienten  der  gegebenen 
Gleichungen  konstant,  so  existieren  im  allgemeinen  n  Systeme 
der  unbestimmten  Faktoren  Xy  die  sich  auf  Eonstante  redu- 
zieren. Denn  nehmen  wir  X^y  X^y...Xn—i  konstant  an^  so 
werden  die  Gleichungen  (6): 

Bezeichnet  man  also  mit  q  den  gemeinsamen  Wert  dieser 
Verhältnisse;  so  erhalt  man^  indem  man  far  ^^^  $8;--*$m 
ihre  Werte  (3)  einsetzt: 


252  Ffinftes  EApitel. 

(P^W  -ff)X^+P,Wji,+  ...+  P,(— i)X„_i  +  P,M  =  0, 


(10) 


P,(»X,  +  (P,(»)  -  p)^  +  •  •  •  +  P,(— ^)X„-i  +  P,(")  -  0, 


l  p,w A,  +  P„(«);i,  +  •  •  • + Pn<"-^>ii„-i + (P„w  -  p)  =  0. 

Die  Elimination  yon  X^,  X^, ...  iln_i  zwischen  diesen  31ei- 
chongen  f&hrt  zu  einer  Gleichung 

(11)  P'(f)-0 

vom  Ghrade  n  in  q,  deren  linke  Seite  die  Determinante  ist: 

p^(i)-.pP^W  ...  p^(«-i)p^(«) 

P/i)  PjW-J^  •••  P,(«-i)P,(«) 

P„(l)  PJ2)  .  .  .   P^(«-l)  P„(«)  -  J> 

Jeder  Wurzel  q  der  Gleichung  (11)  entsprechen  be- 
stimmte Werte  von  X^y  Aj,  ...X«-i,  welche  durch  n  — 1  der 
Gleichung  (10)  geliefert  werden.  Sind  also  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (11)  alle  verschieden;  so  erhält  man  auf  diese  Weise 
die  notwendige  Anzahl  von  Systemen  für  die  Faktoren  X.  Die 
Gleichung  (7)^  welche  die  rechten  Seiten  der  Losungen  (8) 
bestimmt,  wird  hier 


?-^* /«( 


Hat  die  Gleichung  (11)  gleiche  Wurzeln,  so  giebt  dieses 
Verfahren  nicht  n  verschiedene  Lösungen;  man  kann  dann, 
um  die  Zahl  derselben  zu  vervollständigen,  einen  Weg  ein- 
schlagen, der  dem  ffir  zwei  Gleichungen  benutzten  ganz 
analog  ist. 

798.  Integration  niolit  homogener  Systeme  nach  Lagrange. 

Die  in  Nr.  766  ff.  hinsichtlich  der  linearen  Gleichungen  ohne 
zweites  Glied  mit  zwei  Yariabelen  aufgestellten  Eigenschaften 
lassen  sich  auf  simultane  Systeme  linearer  Gleichungen  ohne 
weiteres  ausdehnen.  Kennt  man  femer  die  Integrale  eines 
Systemes  ohne  zweite  Glieder,  so  ist  es  leicht,  hieraus  auch 
die  Integrale  des  Systemes  mit  zweitem  Gliede  abzuleiten, 
sowohl  vermittelst  der  Methode  von  Gauchy  (Nr.  770),   als 
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aach  Yennittelst  der  Yariation  der  willkQrlicheii  Eonatanten. 
Wir  wollen  diese  letztere  Methode  anwenden. 
Wir  betrachten  die  n  Oleichnngen: 

■  g  +  P,«af.  +  P.Wx,  +  .:  +  P,Wx.  -  F., 


(1) 


If 


^+P,(^):r,  +  P,Wai  +  ...+P.Wa:,  =  F,, 


dx 


dx^ 


und  nehmen  an^    dab   man  ein  System  Yon  n  partikularen 
Losongen  for  den  Fall  kennt,  wo  die  rechten  Seiten  nnll  sind. 


X^i'\  a^W,  . .  .  Xn^-). 


Dann  ist  evident,   dafs  man  den  nämlichen  Gleichungen 
ohne  zweites  Olied  genügt,  wenn  man 


(2) 


X„=  C^Xj^)  +  Q»««  +  ••  •  +  On«,«") 

setzt.  Betraditet  man  nun  die  willkürlichen  Orölsen  C  als 
variabel,  so  kann  man  die  Gleichungen  (2)  als  das  Integral- 
gystem  der  Gleichungen  (1)  ansehen.  Dieses  Verfahren  ist,  wie 
wir  schon  froher  bemerkt  haben,  nichts  anderes  als  eine 
Transformation  der  Yariabelen. 

Die  Substitution  der  Werte  (2)  von  x^,  x^, . . .  Xn  ia  die 
Gleichungen  (1)  ergiebt  nach  den  Reduktionen,  die  aus  unserer 
Annahme  hervorgehen: 


(3) 


V^)^  +  ^W 


uW 


dx 


dx 


+ 


^-1^+^^^^%  +  ' 


+  a;('')— =  F 
^^      dx       ^*' 


^'^     dx^  ^^     dx  +       +*"      dx        '^"- 
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Diese  Gleicliimgen  liefern  f&r 

dC^      dC^        dCn 
dx       dx         dx 

bestimmte  Werte,  falls  die  Qleichimgen  (2)  bei  konstanten  Werten 
der  C  wirklich  die  allgemeinen  Integrale  des  Systemes  ohne 
zweites  Qlied,  d.  h.  auflösbar  nach  C  sind.    Man  erhalt  sonach: 

wobei  die  GroJüsen  X^, . . .  Z«,  bekannte  Funktionen  von  x  sind, 
nnd  hieraus  folgt: 

X  X 

(6)  Ci^e^+JX^dx,      ...       Cn^Cn+JXndX, 

Xq  x^ 

Ci,  c^,  ...Cn  sind  willkürliche  Eonstanten. 

794«  Integration  eines  Systemes  mit  konstanten  Koeffi- 
Bienten«  Zweite  Methode,  An  Stelle  der  d'Alembertschen 
Methode  kann  man  bei  konstanten  Koeffizienten  auch  das 
Verfahren  benutzen^  welches  wir  bei  einer  linearen  Oleichung 
mit  zwei  Yariabelen  angewandt  haben.  Es  seien  die  n  Glei- 
chungen ohne  zweites  Glied: 


(1) 


'  g  +  P.W«,  +  P,Wai  +  •  •  •  +  P„Wa!w  -  0, 
g  +  P^Wjc,  +  P,«ai  +  •  • .  +  P«««.  =  0, 


^  +  P,(")a!i  4-  P,(">«i  +  •  •  •  +  PnWa;,  =  0; 


die  Eoe£fizieiiten  P  sind  konstant.    Wir  setzen: 

(2)  Xi  =  lie-«',  iB,  =  X,e-*«,  ...«„_i=A„_ie-?«,  x„'=e-<i', 

nnd   snbstitoieren  diese  Werte  in  die  Oleichnngen  (1);    nadi 
ünterdrückong  des  Faktors  e~(*  erhalt  man: 

(P^W  -q)X,  +  P,«X,  +  •  •  •  +  P«_i«il«-i  +  P«(^>  =  0, 

(3)         

P^WAi  +  P,(")X,  +  . . .  +  P„_xW>U-i  +  (P«(->  -  9)  =  0. 
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Diese  Gleichungen  sind  die  nämlichen,  wie  die  Qlei- 
chnngen  (10)  in  Nr.  792,  und  f&hren  ako  auch  dnrch  Elimination 
der  unbekannten  1^,  ^f  -"  ^i-i  ft^  ^^  nämliche  Qleichnng 
n*^  Grades  for  q]  jeder  Wurzel  dieser  Gleichung 

(4)  JF'(p)  =  0 

entsprechen  im  allgemeinen  bestimmte  Werte  Yon  l^,  ils, . . .  iU— i. 
Hat  die  Gleichnng  (4)  n  yerschiedene  Wurzeln,  so  kann 
man  mittelst  der  Gleichungen  (2)  n  Systeme  Yon  linear  un- 
abhängigen, partikularen  Integralen  bilden.     Sind  also 

Qu     ft;  •   •  9n 
die  n  Wurzeln  Yon  q, 

die  entsprechenden  Werte  von  Xi^  und 

n  willkürliche  Eonstanten,   so   werden   die  Integrale    des   ge- 
gebenen Sy  Sternes: 

^1  =  CiXi««-^*  +  Oj  AiWß""^*  +  •  •  •  +  C»  V^6"^»% 


(5) 


Es  ist  leicht,  in  jedem  Falle  die  Modifikation  zu  finden, 
denen  diese  Gleichungen  zu  unterwerfen  sind,  wenn  einige 
der  Wurzeln  q  untereinander  gleich  werden.  Was  wir  in 
der  Bemerkung  zu  Nr.  788  darüber  gesagt  haben,  erscheint 
uns  ausreichend,  und  wir  wollen  bei  dieser  Frage  nicht  weiter 
verweilen. 

796.  Ein  SatB  von  Jacobi.  Wir  halten  es  für  nützlich, 
zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  noch  ein  bemerkenswertes 
Resultat  anzugeben,  welches  von  Jacobi  gefunden  ist  und  im 
Zusammenhange  steht  mit  der  Theorie,  von  der  wir  hier 
handeln. 

Wir  betrachten  ein  System  yon  n  beliebigen  Differential- 
gleichungen   erster    Ordnung    zwischen    einer    unabhängigen 
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Yariabelen  x  und  n  abhängigen  x^,  x^j.,.Xn.  Mit  a!i  be- 
zeichnen wir  die  Ableitung  -^  und  mit 

(1)  jf;=o,  j;=o,...jf;=:0 

die  gegebenen  Differentialgleichungen.  JF\,  F^,  ,..Fn  sind 
ii^end  welche  Funktionen  von  Xy  x^,  x^,  ...Xn  und  den  Ab- 
leitungen af^,  af^,'"  x'n. 

Wir  nehmen  an^  dals  man  die  yoUstandigen  Integrale  des 
Systemes  (1)  kennt;  und  dals  dieselben  nach  x^,  x^,  .,.Xn  auf- 
gelöst sind;  wir  bezeichnen  sie  mit 

(2)  ä:i  =  Zi,      X^  =  X^,...,      Xn=Xn', 

Zj,  X^, ...  Xn  sind  Funktionen  von  x  und  yon  n  willkürlichen 
Eonstanten  a^,  Og^ . . .  a„. 

Trägt  man  die  Werte  (2)  in  die  Gleichungen  (1)  ein,  so 
werden  diese  Identitäten,  und  man  gewinnt  aus  ihnen  neue 
Identitöten  durch  Differentiation  nach  den  willkürlichen  Eon- 
stanten.    Differentiieren  wir  z.  B.  die  Gleichung 

nach  der  willkürlichen  Eonstante  a^i,  so  folgt: 

(dFi  dx,       dFi  d^\  ,   /?^  !^   ,  ^  ^\  _  o 

eine  Gleichung,  welche  identisch  erfüllt  ist  nach  der  Sub- 
stitution der  Werte  (2).     Nun  ist  aber 


^    gleich 


dx  ' 


wenn  man  also  mit  fT^W,  F/*)  die  Werte  darstellt,  welche 

dFi      dFi 

dx]^      dx\ 

nach  Substitution  der  Werte  (2)  annehmen,  so  haben  wir  die 
Identitöt: 


(3) 


da^'  dx 


+  •••  + 


dx 


=  0. 
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Dies  festgesetzt,  betrachten  wir  die  n  linearen  simnltanen 
Gleichimgen; 

(4)        .  (Di^^'^i  +  »^.«^'S)  +  •  •  •  +  (l^.<-'^«  +  V^^)  -  0, 

(?7«(%,  +  F«wg)  +  . .  •  +  ( W-)^«  +  F,(-)|i-)  -  0, 

in  denen  0^,  ^s; . . .  jer«  unbekannte  Funktionen  bezeichnen  und 
die  GfröLsen  U,  V  gegebene  Funktionen  yon  0  und  yon  n  Kon- 
stanten cti^  a^,  ...an  sind.  Auf  Gtrond  der  Identität  (3),  welche 
bei  jedem  Wert  yon  i  gleich  1  bis  i  gleich  n  gilt,  sind  die 
Gleichungen  (4)  erfOllt,  wenn  man 


9a. 


aa. 


aa^ 


setzt;  also  wird  die  yoUständige  Losung  der  Gleichung  (4): 


(5) 


ax         ax  az. 


wobei  C|,  C,, . . .  C»  willkürliche  Eonstante  sind. 

So  fahrt  also  jedes  System  yon  simultanen  Gleichungen, 
dessen  yoUstandiges  Integral  bekannt  ist,  zu  einem  Systeme 
von  linearen  Differentialgleichungen  mit  yariabelen  Koeffi- 
zienten, dessen  Integral  alsdann  durch  einfache  Differentiationen 
gewonnen  wird. 
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Sechstes  Kapitel 

Lineare  Differentialgleiclnmgeii.     Integratioii  durch 
Reihen  oder  bestimmte  Integrale. 


§  1.    Beihenentwiekelangeii  In  der  Umgebmig  einer 
regulären  Stelle. 

796.  Formnliernng  des  Existenztheorems.  Es  giebt  in 
der  Analysis  keine  allgemeine  Methode,  nm  die  Integratioii 
der  Differentialgleichimgen  auf  Quadraturen  zurückzufOhren; 
man  muls  daher  bei  der  Lösung  von  Differentialgleichungeii 
im  allgemeinen  die  Methoden  der  Entwickelung  in  unendKche 
Reihen  anwenden.  Aber  auch  die  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens wird  bei  nicht  linearen  Gleichungen  schwierig;  falls 
man  sich  nicht  auf  eine  sehr  kleine  Anzahl  yon  Gliedern 
beschranken  kaoU;  um  auf  diese  Weise  wenigstens  eine  an- 
genäherte Darstellung  des  Integrales  zu  gewinnen.  Wir  stellen 
uns  zunächst  aber  die  Aufgabe,  weniger  die  numerische,  als 
die  funktionentheoretische  Bedeutung  dieser  Reihen  ins  Auge 
zu  fassen,  um  dadurch  unser  allgemeines  Existenztheorem 
(Nr.  719)  für  lineare  Differentialgleichungen  noch  weiter  zu 
erganzen  und  einige  Grundzüge  des  Verfahrens  anzugeben, 
welches  zur  Integration  vermittelst  unendlicher  Reihen  dient. 

Die  Möglichkeit  der  Potenzreihenentwickelung  laust  sich 
nämlich  bei  linearen  Gleichungen  bestimmter  nachweisen,  als 
bei  den  nicht  linearen  Gleichungen,  weil  bei  den  ersteren 
unmittelbar  aus  der  Differentialgleichung  erkannt  werden  kann, 
welche  Stellen  allein  singulare  Punkte  für  das  vollständige 
Integral  werden  können,  so  dafs  der  Eonvergenzbereich  der 
Potenzreihe,  wenn  ein  beliebiger  Punkt  zum  Mittelpunkte  der 
Entwickelung  gewählt  ist,  von  vornherein  festgestellt  werden 
kann.     Es  wird  daher  nützlich  sein,  den  allgemeinen  Beweis 
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der  Nr.  719  für  eine  lineare  DifFerentialgleichimg  n^'  Ordnung 
besonders   zu   betrachten  in   der  Form,  welche   Herr  Fuchs 
(Joam.f.MatL,  Bd.  66)  ihm  gegeben  hat. 
Es  sei 


(1) 


_p  !! 2-l.P  - ?4. 


äaf' 


.+p«_.g+p,y 


eine  lineare  Gleichung  n^'  Ordnung,  deren  Koeffizienten  ana- 
lytische Funktionen  ron  x  sind,  die  innerhalb  eines  gegebenen 
Bereiches  T  der  Ebene,  deren  Punkte  die  reellen  und  komplexen 
Werte  Yon  x  darstellen,  in  einer  endlichen  Anzahl  von 
Punkten  unstetig  werden,  im  übrigen  aber  innerhalb  dieser 
Flache  regulär  sind.  Diejenigen  Punkte  innerhalb  T,  ftlr 
welche  eine  oder  mehrere  der  Funktionen  P  unstetig  sind, 
nennen  wir  singulare  Punkte.  Es  sei  femer  x^  irgend  ein 
Punkt  in  T  und  um  denselben  ein  Kreis  beschrieben,  welcher 
sich  bis  zum  nächsten  singu&en  Punkte  erstreckt,  so  dafs 
also  innerhalb  dieses  Kreises  kein  singularer  Punkt  liegt;  das 
Innere  dieses  Kreises  nennen  wir  das  Oeinä  des  Punktes  Xq. 
Alsdann  besteht  der  Satz: 

SatB  I.  Zu  jedem  Punkte  Xq,  der  nicht  zu  den  singulären 
gehört,  giebt  es  eine  in  s^nem  Gebiete  reguläre  analytische 
Funktion  y,  welche  der  Differentialgleichung  genügt  und  so  be- 
Steffen  ist,  dafs  y,  y', . . .  y^""^^  für  x  =  Xq  beliebig  gewählte 
Werte  b,  6', . . .  6("-^>  annehmen. 

Dieser  Satz  soU  jetzt  bewiesen  werden. 

797.  Die  Hilfiigleiohiuig.  In  dem  Oebiete  ron  Xq  inner- 
halb T  seien  die  Maxima  der  Beträge  der  Funktionen 
Pi,  P^,  ,.Pn  bezüglich  M^,  Jf,,  ...  JC;  ist  p  der  dem 
Punkte  Xq  zunächst  liegende  singu^re  Punkt,  und  setzt  man 
|jp-a?o|==JB,  und 


M, 


1-- 


9i} 


1- 


M^ 


1- 


a?  —  äJa 


(2) ^ 

80  ist  bekanntlich  für  jedes  ganzzahlige  m  (Nr.  643): 


9nf 


,  IT 


«TP« 


<""^' 
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wenn  wir  mit  dem  Index  0  bezeichnen,  dab  die  Fonktionen 
fui  x^Xq  za  bilden  sind;  also  ist  auch 


(3) 


< 

0 

0 

< 

0 

daf^ 

;  •  •  • 
0 

daf» 

< 

0 

da!» 

Die  samtlichen  Ableitungen  einer  Fnnktiony  welche  der 
linearen  Differentialgleichnng  genügt,  lassen  sich  anf  die  Form 
bringen  (Ä?^n): 


,(*)^^ 


daj» 


=5  +  ^'»£l+- 


•+an(*>y, 


wobei  die  Koeffizienten  a  sich  ans  den  Ghrölsen  P  and  deren 
Ableitungen  durch  die  Operation  der  Addition  und  Multiplikation 
zusammensetzen. 

Bildet  man  nun  die  lineare  Differentialgleichung 


(5) 


dx^ 


9i 


daf" 


'+9nVf 


SO  lassen  sich  die  sämtlichen  Ableitungen  einer  Funktion  ij, 
welche  derselben  genügt,  in  der  Form  darstellen: 


(6) 


da* 


dap«- 


Die  Gröijsen  ß  werden  aus  den  entsprechenden  GfröJsen  a 
dadurch  abgeleitet,  dals  man  an  Stelle  einer  jeden  Funktion  P 
und  ihrer  Ableitungen  die  entsprechende  Funktion  (p  und  ihre 
entsprechenden  Ableitungen  einsetzt. 

Hieraus  folgt,  dafs  für  den  Wert  x^Xq 


^i<*»K' 


(*)i 


ft«>|«,W|,, 


./s,(*)>|«.»| 


ist    Mithin  wird  auch  fBr  %  >  n: 


\d*y\ 


(tjr\  >\^\  =6(*) 


falls  far  A!<n-1: 

^da^'Q       \da^  |o 

gewählt  wird.    Wir  schlielsen  daher  wie  in  Nr.  660  und  719, 
dafs  die  Potenzreihe  für  y  mit  der  für  rj  konvergiert. 
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Wenn  sich  also  eine  Funktion  fj  bestimmen  laGst,  welche 
in  dem  Gebiete  Yon  Xq  Tegai&r  isb,  femer  der  Differential- 
gleichnng  (5)  genügt  und  für  x^x^  nebst  ihren  n  — 1  ersten 
Ableitungen  die  soeben  fixierten  Werte  annimmt,  so  existiert 
auch  eine  in  dem  Gbbiete  von  x^  reguläre  Fonktion  y  yon  der 
Beschaffenheit,  daJs  sie  der  Differentialgleichnng  (1)  genügt 
mid  dals 

^^    dx      dx*'    '    daf'-^ 

fOi  x^Xq  die  Yorgeschriebenen  Werte  b,  V,-  •  •&(*— ^)  annehmen. 

Setzt  man 

x-x^ 

80  labt  sich  die  Gleichnng  (5)  anf  die  Form  bringen: 

Man  kann  derselben  dnrch  eine  Potenzreihe 

iy  =  ao+  a^^  +  a^B^^ h  awj»"+  •  •  • 

genügen;  man  erhält  nämlich  zur  Bestimmnng  der  Koeffizienten 
allgemein  die  B>eknr8ionsformel: 

(n+Ä)(w+*-l)-  •  •(ÄJ+l)a«+*=(n+*-l)(n+ÄJ-2).  •  Qc^'l)\k^-M^E\a^l^^ 
(8)1  +(n+i-2)(n+*~S)-  •  .(ÄJ+l)-af,JJ«a,+*. , 

798,  Konvergenzbeweis.  Wählt  man  die  Anfangsglieder 
a^y  a^,  ...an~i  positiv,  so  werden  auch  alle  übrigen  Koeffi- 
zienten positiv;  nnd  es  ist: 

wobei  ^  eine  positive  Gröfse  ist. 

Man  kann  nnn  annehmen,  dals  M^B>  n  ist.  Denn,  wenn 
dieses  nicht  stattfindet,  so  bleiben  alle  früheren  Schlüsse  giltig, 
wemi  man  M^  so  grofs  annimmt,  dals  diese  Bedingung  erfüllt 
ist;  also  ist 
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f&r   jedes    ganzzahlige  hj    d.  h.    die   Koeffizienten  der  Reihe 

a 

wachsen  mit  wachsendem  Index.   Ist  also  r  <5,  so  wird  —  nicht 

**« 

unendKch  für  wachsende  Werte  ron  r  und  $.   Aus  der  Gleichung 

(8)  folgt  nun: 


M  B*^  *jb 

+  (n+ft)(«+*-i).-.*+r5;7;;i;" 

HierauB  folgt  ftlr  Jc^  oo: 

und  also  ist 

Um— ^ ^^^ « 


für  Jc  =  oo,  d.  h.  die  Reihe  für  u  ist  konvergent^  solange  der 
Betrag  von  0  kleiner  als  1  ist.  Die  Differentialgleichung  (5) 
hat  also  ein  in  dem  £l^ebiete  ron  Xq  giltiges  Integral  der  Form 

derart,  dafs  b^,  ft^,  ...&„_i  beliebige  positive  Werte  erhalten 
können,  und  hiermit  ist  die  Existenz  einer  Funktion  y  von 
der  gefordert6n  Beschaffenheit  für  das  Gebiet  des  Punktes  Xq 
bewiesen. 

Hieraus  folgt  auch  die  Existenz  eines  Fundamentalsystemes 
solcher  Funktionen.  Denn  wählt  man  den  Anfangswert  U^ 
gleich  1,  alle  übrigen  h,  6' . . .  U^"^^  aber  gleich  0,  so  entsteht 
ein  partikulares  Integral  y,-.  Für  i  =  0, 1,2-n  — 1  erhält 
man  n  Integrale,  deren  Hauptdeterminante  A  (Nr.  768)  für 
x  =  Xq  gleich  1  ist,  also  nicht  identisch  verschwindet.  Die 
gefundenen  Integrale  bilden  also  ein  Fundamentalsystem. 

§  2.    Beihenentwickelnngen  in  der  Umgebung  einer 
singnlären  Stelle. 

799.  Fragestellung.  Der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene 
Satz  gilt  für  einen  singulären  Punkt  nicht  mehr;  es  ist  eben- 
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sowohl  möglich,  daCs  keine  einzige  Fonktion  existiert,  welche 
der  Differentialgleichimg  genügt  nnd  in  dem  Gbbiete  des 
singnlaren  Pmiktes  regulär  ist,  wie  anch,  daüs  n  partikulare 
iWktionen  dieser  Art,  welche  ein  Fnndamentalsystem  bilden, 
Yorhanden  sind. 

Grandlegend  wird  hierbei  die  Unterscheidung  Ton  Herrn 
Fnchs  zwischen  „Stellen  der  Bestimmtheit^  (Nr.  806)  nnd 
anderen  singnlaren  Stellen.  Daüs  an  einer  Stelle  der  Bestimmt- 
heit immer  eine  Losnng  existiert,  werden  wir  beweisen  nnd 
ihre  Beschaffenheit  nntersnchen.  Für  andere  VSIle  geben  wir 
nnr  Beispiele  nnd  beginnen  anch  jetzt  znnachst  mit  der  Be- 
trachtnng  eines  Beispiels. 

800.  Beispiel«  Wir  betrachten  die  lineare  Gleichnng 
zweiter  Ordnnng,  welche  bei  verschiedenen  Problemen  der 
mathematischen  Physik  anftritt: 

Der  Pnnkt  x  =  0  ist  der  einzige  singnlare  Pnnkt  im 
endlichen,  n  nnd  m^  bezeichnen  zwei  reelle,  positive  oder 
negative,  gegebene  Zahlen.  Wir  mnltiplizieren  die  Qleichnng 
mit  X  xmd  differentiieren  sie  üladaTm  ^  —  Imal;  es  wird 

(2)  ig+2«^-«.'*S,-0, 

Für  x=^0  ergeben  diese  Gleichnngen,  wenn  y  und  j^ 
endlich  sein  sollen: 

(4)  %-,,    (2»  +  ,-,)0_(,-l)„.^». 

Die  erste  Gleichnng  (4)  lehrt,  dals  y'  für  a;  =  0  nicht 
mehr  willkürlich  gewählt  werden  kann,  die  zweite  Gleichnng 
liefert  für  ^  =  2: 

(5)  (2n+l)g  =  mV 

Man  erkennt,  dafs,  wenn  2n  nicht  eine  ganz  negative 
Zahl    ist,    die    Ableitungen    ungerader    Ordnnng    null    sind. 
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während  die  Ableitnngen  gerader  Ordnung  durch  die  Formel 
geliefert  werden: 

^ l.8.6...(2fe-l)  ,, 

dx^       (2n  +  l)(2n  +  3)...(2n  +  2Ä;-l)'"    ^' 

Bezeichnet  also  C  den  willkürlichen  Wert  von  y,  welcher 
zn  a:»0  gehört^  so  ergiebt  die  Mac-Laurinsche  Formel  eine 
partikulare  Lösnng  der  Gleichung  (1): 

(6)     y^C[l+^^^^^^  +  ,^ 

+ 


(2n  +  l)(2n  +  3) 


2.4.6.(2n  +  l)(2n  +  »)(2n  +  6) 


Diese  Formel  wird  illusorisch,  wenn  2n  gleich  einer 
ganzen  negativen  ungeraden  Zahl  ist.  Lassen  wir  aber  diesen 
Fall  vorerst  beiseite,  so  ist  die  Reihe  bei  allen  endUchen 
Werten  von  x  konvergent,  denn  das  Verhältnis  des  k  +  l**** 
Gliedes  zum  k^^  ist: 


2Ä;.(2n  +  2Ä;-l) 


und  konvergiert  also  nach  null,  wenn  k  unendlich  wird. 

Hier  existiert  also,  abgesehen  von  einem  willkürliclien 
konstanten  Faktor,  eine  und  nur  eine  Lösung,  die  in  dem 
Gebiete  von  x  =  0  (d.  i.  in  der  ganzen  Ebene)  regulär  ist,  es 
ist  diejenige,  deren  Ableitung  für  o;  =  0  verschwindet. 

801.  AnsnahmefalL  Untersuchen  wir  nun  den  Fall,  wo 
2n  gleich  einer  ganzen  negativen  Zahl  ist.  Ist  diese  ganze 
Zahl  ungerade,  so  sieht  man  aus  den  Gleichungen  (4),  dals 
die  Ableitungen  ungerader  Ordnung  für  x  =  0  null  sind,  wie 
in  dem  allgemeinen  Fall.     Dieselbe  Gleichung  lehrt  auch,  dals 


d/'-^y 


dxf*-^ 


=  0 


ist  für  /i  =  1  —  2w,  wenn  die  höheren  Ableitungen   endlich 
bleiben  sollen,  und  folglich  ist: 
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Sm^ 


^1— -»•-. 
Die    Ableitung       ,_g^    kann    nnn    willkürlich    gewählt 

werden;  aber  alle  folgenden  Ableitungen  gerader  Ordnung  sind 
dann  bestimmt.  Bezeichnet  man  also  mit  C^  den  willkürlichen 
Wort  TOn 

1.2.»...(l-2n)  (J«l->" 
für  x=^0,  so  giebt  die  Mac-Laurinsche  Entwickelung: 

y^C  ic^-«»  Fl  4-      ^'^'      4-  ^'^' 

(rT\       j  L    ^2.(3-2n)^2.4.(»-2n)(6-2n) 


■^  2.4.6.(3-2n)(6-2n)(7-2n)"'        J' 


Ist  2n  eine  ganze  negatiye,  gerade  Zahl,  so  werden  die 
Ableitungen  ungerader  Ordnung  für  a;»0  ebenfalls  null,  nach 
den  Gleichungen  (4)^  bis  zu  denjenigen,  deren  Ordnung  —  1  —  2n 

ist.    Der  Wert  der  Ableitung  ^^  kann  willkürlich  gewählt 

werden,  wie  in  dem  vor^en  Fall,  und  die  Ableitungen  gerader 
Ordnung,  welche  auf  diese  folgen,  sind  dann  bestimmt. 
Andererseits  ist  auch  der  Wert  von  y  für  o; » 0  willkürlich 
IQ  diesem  Falle,  und  er  bestimmt  die  Werte  der  Ableitungen 
gerader  Ordnung.  Also  giebt  die  Mac-Laurinsche  Formel 
hier  eine  Lösung,  welche  zwei  willkürliche  Eonstanten  enthalt, 
und  die  man  durch  Addition  der  in  den  Gleichungen  (6)  und  (7) 
enthaltenen  Beihen  bilden  kann.  Diese  Lösung,  ist  also  die 
allgemeine. 

Man  kann  die  letztere  in  allen  Fällen  durch  die  Taylor  sehe 
Entwickelung  gewinnen,  indem  man  einen  beliebigen  anderen 
Punkt  Xq  zum  Mittelpunkt  der  Reihenentwickelung  macht;  die 
Koeffizienten  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  zu  berechnen, 
und  die  Reihe  konvergiert  (Nr.  796),  solange  |  a?  —  rp^  |  <  |  aro  | 
ist.  Das  Resultat  ist  indessen  kompliziert,  imd  die  Ausführung 
der  Rechnung  bietet  weiter  kein  Literesse. 

802.  Transformation  der  Variabelen.  Wir  haben  soeben 
ein  partikulares  Litegral  der  Gleichung 

«  Ö  +  ^ff-«*!--» 
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erhalten;  am  das  yolLsinndige  Integral  zu  bflden,  mnis  man 
ein  zweites  partikulares  kennen^  und  da  dieses  im  allgemeineii 
nicht  nach  der  Formel  ron  Mac-Laurin  entwickelbar  ist,  so 
ist  es  angezeigt,  zu  untersuchen,  ob  nicht  durch  eine  Änderung 
der  Yariabelen  die  Anwendung  dieser  Formel  zulassig  wird. 
Zu  dem  Zwecke  setzen  wir 

y  =  xf*0, 

wobei  [i  ein  noch  unbestimmter  Exponent  und  0  eine  neue 
Yariabele  ist.     Die  Differentiation  liefert: 

dy         „dz     ,         ,.    1 

Tragt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (1)  ein  und 
dividiert  alsdann  dieselbe  durch  xf*,  so  folgt: 

dx^   *         X        dx   *    l  X*  J 

Diese  Gleichung  hat  dieselbe  Form  wie  die  vorige,  wenn 

man  ^ 

ft  =  1  —  2n 

annimmt;  alsdann  wird  sie: 

.cs\  d*z    ,    2(1  — n)  dz  ^         ri 

und  folgt  also  aus  der  Gleichung  (1),  indem  man  dort  n  in 
1  —  n  verwandelt;  man  fiihrt  also  den  Fall,  dafs  n  negativ 
ist,  auf  den  Fall,  dafs  n  positiv  ist,  zurück.  Nun  ist  evident, 
dais  man  ein  neues  partikulares  Integral  der  Gleichung  (1) 
bekommt,  indem  man  w  in  1  —  w  verwandelt  in  dem  Integrale, 
welches  wir  im  vorigen  Paragraphen  entwickelt  haben,  und 
dieses  noch  mit  a;^— ^n  multipliziert. 

Mit  den  beiden  partikularen  Integralen  läfst  sich  das 
vollständige  bilden,  wie  wir  es  schon  fiLr  den  Fall,  dafs  2n 
eine  ganze  negative  gerade  Zahl  ist,  erhalten  haben,  nämlich: 


(3) 


*  L         2(2n+l)'''2.4(2w+l)(2n  +  8)"^' 

+  ^  *  L^  +  2(3-2«)  + 


n)  ^  2.4.(8-2*)(6-2») 
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C  lond  C^  sind  zwei  willkürliche  Konstanten:  D^bei  mufs 
man  noch'  immer  den  Fall^  dab  2n  eine  ganze  ungerade^ 
positiye  oder  negatiye  Zahl  ist^  ausnehmen.  Ist  2n  »  1,  so 
werden  die  beiden  partikularen  Integrale  identisch,  und  wenn 
2n  eine  ganze  ungerade  Zahl  yerschieden  von  + 1  ist,  so  wird 
eines  der  beiden  Integrale  illusorisch.  Wir  kommen  später 
noch  auf  diese  Ausnahmefalle  zurück. 

808.  Spezialfall.  Der  Fall  n  =»  1  mag  noch  besonders 
bemerkt  werden;  man  kann  hier  leicht  die  Summen  der  beiden 
Reihen  durch  elementare  Funktionen  ausdrücken.  Schreibt 
man  Gm  an  Stelle  von  Cy  so  wird  die  Gleichung  (3): 


y-x\i 


oder: 


G  fmx  .     w'a?'     ,         m^x^  \ 

■^  1.2.3  "^  1.2.8. 4. 6  "'        / 

^a;\^1.2^1.2.S.4^       / 


X  2  ^    X  2 

Bezeichnet  man  mit  A  und  B  zwei  neue  willkürliche 
Konstanten^  so  kann  man  auch  schreiben: 

^  X 

Die  Transformation,  welche  wir  in  dem  vorigen  Para- 
graphen ausführten,  liefert  dieses  Resultat  unmittelbar;  denn 
für  n  =  1  reduziert  sich  die  Gleichung  (2)  auf 

und  ihr  vollständiges  Integral  ist: 

Wenn  m^  negativ  ist,  und  man  setzt 

so  lafst  sich  das  Integral  auch  schreiben: 

G^va.yLX'\-G^  cos  .aag 
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804«  Die  spesielle  Biooatisdhe  Gleidhimg.  Die 
Biccatisehe  Oleichimg,  mit  der  wir  mis  schon  in  Nr.  698 
beschäftigt  haben,  ist: 

(1)  ^  +  ay»=6af, 

a  mid  h  sind  gegebene  Konstanten,  m  ein  beliebiger  Exponent. 
Man  kann  die  Oleichm^  anf  eine  lineare  bringen,  indem  man 

(2)  y-^ji 


setzt;  also: 


ae  dx 

dy__J^d^ L  /^y. 

dx      as  dx*      ae*\dx)  ^ 


ans  dieser  Substitution  folgt: 

(3)  j^^^abs^^. 

Das   vollständige  Integral  dieser  Oleichnng  ist  von   der 
Form:  /-»•/-» 

tragt  man  diesen  Wert  in  die  Formel  (2)  ein,  nnd  setzt  man 


UttUt?! 

so  erhält  man: 

(4) 

dt,        dz, 

1  dx^     dx 

Diese  Oleichnng,  welche  eine  willkürliche  Eonstante 
enthält,  ist  das  vollständige  Integral  der  Riccatischen  Glei- 
chung. Es  sind  also  die  beiden  partikularen  Losungen  ss^  und 
e^  zu  bestimmen.  Man  kann  dieselben  ohne  Schwierigkeit 
durch  Reihen  darstellen,  indem  man  die  Methode  der  un- 
bestimmten Koeffizienten  anwendet;  indessen  lalst  sich  diese 
neue  Rechnung  dadurch  vermeiden,  dafs  man  die  Oleichnng  (3) 
auf  die  vorher  von  uns  behandelte  Form  bringt.  Denn  setzen 
wir:  , . 


Lineare  Diff.- Gleich.   Integration  dnrch  Bdihen  od.  best.  Integrale.  269 

und  wählen  t  zur  Qnabhaiigigen  Yariabelen  an  Stelle  yon  x, 

80  wird:  ^ 

de       m  +  2    -^dtf 

dx  %      ^     dt' 

dx^            4       ^  dt*^        4        ^         dt 
Tragt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (3)  ein^  so  folgt: 
/p'x  d*g   ,      m     £  ölif  __     4a6        ^ 

Zugleich  erhalt  man  nach  der  Formel  (4): 

mdZi        dz^ 
^(«1  +  2)3?»    d^  "^     d^ 
^  2a  «i+C7iEf,     ' 

wenn  s!^  und  ^er,  zwei  Toneinander  unabhängige  partikulare 
Integrale  der  Gleichung  (6)  sind.  Man  sieht^  da&  diese  Glei- 
chung die  nämliche  ist^  wie  die  in  Nr.  800  £F.  behandelte. 
Ihr  Integral  kann  (Nr.  813^  Torletzter  Absatz)  in  endlicher 
Form  dargestellt  werden^  wenn 


m  +  2 
eine  ganze  gerade  Zahl  ±  2i  ist^  d.  h.  wenn  m  die  Form  hat: 

-4« 

So  findet  man  also  wieder  den  Fall  der  Integrabilil&t 
durch  elementare  Funktionen^  den  wir  schon  in  Nr.  700  er- 
halten haben. 

Nach  diesen  Beispielen  gehen  wir  daran,  die  Betrachtungen 
der  Nr.  802  zu  verallgemeinem  und  fragen  uns,  unter  welchen 
Bedingungen  wir  die  Existenz  einer  Lösung  beweisen  können, 
die  —  wie  die  in  Nr.  802  aufgestellte  —  nach  Multiplikation 
mit  einer  gewissen  Potenz  von  x  —  Xq  regulär  ist.  Zu  dem 
Zwecke  f&hren  wir  zunächst  den  Begriff  der  „determinierenden 
Gleichrmg'^  ein. 

805,  Die  determinierende  Gleiobmig.  Wir  untersuchen 
die  lineare  Differentialgleichung: 

(1)       ^«0+^x£:^+-+^''j'=o 
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in  der  Ümgebimg  einer  singnlaren  Stelle  x^Xq,  cL  h.  einer 
solclien;  an  welcher  die  Quotienten 

P  P  P 

nicht  sämtlich  regulär,  d.  h.  nach  dem  Taylorschen  Satze 
entwickelbar  sind.  Wir  beschranken  uns  dabei  auf  den  Fall, 
dafs  diese  Quotienten,  soweit  sie  nicht  regulär  sind  an  der 
Stelle  x  =  XQy  es  doch  dadurch  werden,  dafs  man  sie  mit  einer 
Potenz  von  x  —  Xq  mit  ganzen  positiven  Exponenten  multipliziert. 
Solche  singulare  Stellen  nennt  man  Pole,  unsere  Bedingung 
ist  jedenfalls  dann  immer  erftült,  wenn  alle  P  ganze  rationale 
Funktionen  von  x  sind.  Die  Pole  sind  dann  die  Nullstellen 
von  Pq  und  eventuell  der  unendlich  ferne  Punkt  o?  =  oo. 
Allgemein  können  wir,  wenn  unsere  Bedingung  erfüllt  ist,  die 
Koeffizienten  P^,  Pi,,..Pn  selbst  als  regulär  voraussetzen, 
nur  dais  jetzt  die  Funktion  Po(x)  an  der  betrachteten  Stelle 
von  einer  gewissen,  ganzzahligen  Ordnung  verschwindet.  Wir 
können  es  auch  durch  Multiplikation  mit  einer  geeigneten 
ganzzahligen  Potenz  von  x  —  Xq  erreichen,  daGs  die  Koeffizienten 
die  Form  annehmen: 

(x-X^yP^,      (X-X^y-^P^, ,Pn, 

wo  die  neuen  Funktionen  P*  in  der  Umgebung  von  x^^^x^ 
ebenfalls  sämtlich  regulär  sind  und  für  x=Xq  nicht  alle  gleich- 
zeitig verschwinden.  So  haben  wir  die  Differentialgleichung  in 
ihrer  „Normalform^': 

(2)      (x-x,YP,^  +  (x-Xo)''-'P,^,  +  -  +  Pny  =  0. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  können  wir  Xq=^0  annehmen; 
man  braucht  ja  nur,  um  dies  zu  erreichen,  o;  —  o^o  als  neue 
Veränderliche  einzuführen.  Alsdann  erhält  die  Differential- 
gleichung, von  der  wir  ausgehen,  die  Form: 

(2a)  a^P„Ca;).^  +  ar"-^P,(a.).^+...  +  p„(a;).y-0, 

WO  die  Pn{x)  sich  in  der  Umgebung  von  a?  =  0  regulär  ver- 
halten.    Entsprechend   der  Nr.  802  versuchen  wir  nun,   die 
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Gleicliimg  (2  a)  zu  befriedigen  durch  eine  in  der  Umgebung 
Yon  rr  =  0  konvergente  Reihe  der  Form: 

wo  über  den  Exponenten  a  passend  zu  verfügen  sein  wird. 
Alsdann  nehmen  anch  die  Ableitungen  von  y  eine  analoge 
Form  an: 

^=«(«-1). .  .(a-A+l)a;«-Hci  («+!)•  •  •(a-A+2)a;«-^+H  •  *  • 

Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (2)  lalst  sich 
dann  gleichfedls  durch  eine  solche  Potenzreihe  darstellen  und 
ihre  Koeffizienten  müssen  sämtlich  verschwinden.  So  ergiebt 
der  Koeffizient  der  niedrigsten  Potenz  af  die  Gleichung: 

(4)  F{a)=aia--iy  •  .(a-n+l)Po(0) 

+a(a-l). .  .(a-n+2)P,(0)+  •  •  • +«P.-i(0)+P.(0)»0, 

die  als  die  y,detenninierende  Gleichung'*  der  Differentialgleichung 
an  der  Stelle  x^=^0  bezeichnet  wird.  Diese  Oleichung  enthalt 
keinen  der  Koeffizienten  cx  nnd  kann  zur  Bestimmung  des 
Exponenten  a  dienen,  wenn  nicht  alle  Koeffizienten 

Terachwinden.  Ist  Pr(0)  die  erste  von  0  Terschiedene  dieser 
«^^^«"  P,(0),    P,(0),..., 

SO  ist  n  —  r  der  Ghud  der  determinierenden  Oleichung,  und  sie 
besitzt  höchstens  »  —  r  verschiedene  Wurzehi  a.  Soll  diese 
Oradzahl  «  n  sein,  so  mufis  schon 

Po(0)  +  0 

sein,  so  da&  die  Quotienten 

Ptlx)  Pn{x) 

an  der  Stelle  x==0  regulär  bleiben.  Ist  dies  der  Fall,  d.  h. 
ist  in  der  Normalgleichung  (2  a) 

PoW+O, 

60  sf^en  wir,  o;  =>  0  ist  für  die  Differentialgleichung  „eine 
Stelle  der  BestimmOmV^.     In   diesem  Falle  kami  man  die  in 
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Bede  stehenden  Quotienten  ihrerseits  in  Potenzreihen  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickebi  nnd  (indem  man 
diese  nun  mit  -d/n      ti/\         -n  /  \ 

bezeichnet)  PqC^)  "^  ^  annehmen.  Alsdann  erhalt  die  Diffe- 
rentialgleichnng  die  Form: 

welche  für  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  charakteristisch  ist. 

806.  Beknrsionsformel.  Ebenso  wie  der  Koeffizient  von 
ixf  müssen  auch  alle  folgenden  verschwinden,  so  dais  wir  eine 
nnendliche  Reihe  von  Gleichungen  erhalten.  Nun  enthalt  der 
Koeffizient  von  ic"+^  keine  der  GbÖlsen 

da  die  entsprechenden  Olieder  der  Reihe  (3)  immer  höhere 
Potenzen  von  x  liefern  würden,  und  die  ersten  X  Koeffizienten 
von  y  treten  linear  auf.     Hierbei  ist  Cx  selbst  multipliziert  mit 

(a  +  A)..(a  +  A-n  +  l)Po(0)+...  +  (a  +  A)P«_i(0)  +  P„(0)=-F(a  +  A) 

und  verschwindet  nur,  wenn  a+  X  gleichfalls  der  deter- 
minierenden Gleichung 

P=0 
genügt. 

Ist  also  a  eine  solche  Wmed  von  (4),  aus  der  keine  andere 
Wurzel  derselben  Gleichung  durch  Addition  einer  positiven  ganaen 
Zahl  abgeleitet  werden  kann,  so  kann  man  immer  cx  linear  durch 

Ci,     C^y...CX^l 

cmsdrücken. 

Die  Rekursionsformel  hat  also  die  Gestalt: 

(6)     F{a  +  A) . C2=  Ixü  +  &;ii •  Ci  +  lx%c^  H Vh^x^i- Cx^i 

und  gestattet  daher,  die  sämtlichen  Koeffizienten  cx  successive 
zu  bestimmen.  Zu  jeder  solchen  Wurzel  a  gehört  also  eine 
ganz  bestimmte  Reihe  y  von  der  Form  (3),  die  wenigstens 
formal  die  vorgelegte  Differentialgleichung  befriedigt  Dies 
gilt  selbst  dann  noch,  wenn  o;  =  0  keine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit ist. 
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807.  Vorbereitimgen  siim  Konvergembewali.  um  aber 
die  Konvergenz  der  Reihe  (3)  zu  zeigen^  beschranken  wir  tuiB 
auf  den  Fall^  wo  die  singolare  Stelle  o; » 0  eine  Stelle  der 
Bestimmtheit  ist^  also 

angenommen  werden  kann.  Wir  setzen  vorans,  da&  a  eine 
Wnrzel  der  determinierenden  Gleichmig  (4)  ist,  welche  Ton 
keiner  anderen  Wurzel  um  eine  ganze  positive  Zahl  über- 
schritten wird.     Setzen  wir  dami  (vergl.  Nr.  802) 

so  geht  die  Differentialgleichmig  (2  b)  über  in  eine  DifFerential- 
gleichtmg  für  y  von  derselben  Form: 

wobei  sich  die  neuen  Koeffizienten 

als  lineare  Funktion  der  alten  ergeben.  Dieser  neuen  Diffe- 
rentialgleichung wird  also  gleich&lls  formal  genügt,  wenn 
man  für  y  die   in  (3)   als  Faktor  auftretende  Reihe  einsetzt: 

(3)  y=^l  +  e^x  +  c^x'  +  '', 

deren  Koeffizienten  nach  der  Rekursionsformel  (6)  berechnet 
werden.  Zu  derselben  Reihe  hatten  wir  auch  unmittelbar 
gelangen  können,  wenn  wir  die  entwickelte  Methode  der 
Koeffizientenvergleichung  direkt  auf  die  Differentialgleichung 
(2b)  angewendet  hätten,  unsere  Reihe  (3)  „gehört^'  also  —  so 
sagt  man  —  „zu  dem  Exponenten  a  =  0^',  der  eine  Wurzel 
der  neuen  determinierenden  Oleichui^ 

F(a)  =  0 

sein  muTs,  während  keine  positive  ganze  Zahl  derselben  Olei- 
chung  genügt.  Die  entsprechende  Rekursionsformel  muJb 
dieselbe  sein  wie  die  frühere.  Wir  können  also  ohne  Be- 
schrankung der  Allgemeinheit  unserem  Konvergenzbeweise  den 
Fall  a»0  zu  Gfrunde  legen,  wodurch  eine  gewisse  formale 
Vereinfachung  erzielt  wird. 

S«rr«t,  Diff.-  n.  Integral -Beohnimg.  m.  2.  Aufl.  lg 
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Wir  yerfahren  jetzt  analog  wie  in  Nr.  797  und  yergleichen 
die  Reihe  (3)  mit  einer  anderen  Reihe  mit  gröfseren  Koeffi- 
zienten^ die  and  einer  analogen^  aber  einfacheren  Differential- 
gleichung hervorgeht.  Zu  diesem  Zwecke  beachten  wir^  dafs 
wegen  a  »  0  und  Gleichung  (4)  auch 

Pn(0)  =  0 

sein  muls;  und  schreiben  die  Differentialgleichung  (2b)  in  der 
Form: 

(2c)     af.2^  +  af-^.p,(0).g^,  +  :.  +  ..P..m-'£ 
wo  die  Funktionen: 

Q^w X 

in  der  Umgebung  von  x  =  0  wieder  regulär  sind. 

Setzen  wir  in  (2  c)  filr  y  die  Reihe  (3)  ein  und  vergleichen 
die  Koeffizienten  von  x^  auf  beiden  Seiten^  so  erhalten  wir  links: 

A(A-l)..(A-n  +  l)c,  +  A(A-l)..(A-n  +  2)c,.Pi(0)  +  ... 

+  XcxPn^i(0)  =  F(X)cx, 

rechts  aber  lediglich  Produkte  der  Gröfsen 

mit  den  Koeffizienten  von 

und  lauter  positiven  Zahlenkoeffizienten^  und  unsere  Rekursions- 
formel hat  wieder  die  Gestalt: 

(5)        F{X).cx=  6;io  +  6n  -Ci  +  6;i2  -Cg  +  •  •  •  +  62,2-1  C2-1. 

808.  nilf8differentialgleiob.ung.  Man  wird  nun  die 
Koeffizienten  Cx  vergröfsem  und  die  Konvergenz  der  Reihe  (3) 
verschlechtem;  wenn  man  die  Funktionen  Qkipo)  durch  solche 
mit  absolut  grölseren^  positiven  Koeffizienten  ersetzt.  Wie  in 
den  früheren  Konvergenzbeweisen  wählen  wir  dazu  die  Funktion: 

*w-7^-^(i  +  f+?+ •)■ 

r 
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Dabei  bedeutet  r  den  Badius  des  Ereises,  innerlialb  dessen 
alle  Qk{op)  regulär  nnd  absolnt  nicht  grölser  als  M  sind. 

Gleichzeitig  wollen  wir  die  sämtlichen  Gbolsen  Pa(0)  der 
linken  Seite  von  (2  c)  durch  eine  positive  Zahl  p  ersetzen, 
über  die  wir  uns  die  Verfügung  noch  vorbehalten,  unsere 
Hilfsdifferentialgleichung;  deren  abhängige  Yariabele  wir  17 
nennen,  wird  dann: 

Wir  bestimmen  nach  der  oben  (Nr.  806)  angegebenen 
Methode  eine  Potenzreihe  für  f}: 

(7)  i?  =  l  +  yia?  +  y2^+y8^  +  ---; 

welche  (6)  wenigstens  formal  befriedigt  An  Stelle  von  F(X) 
tritt  die  determinierende  Funktion: 

(8)i)/-(A)=i)[A(;L-l)...(A-n+l)  +  A(A-l)-.(A-n+2)+...+A(A-l)+A], 

welche  für  X  =  0 ,  ebenso  wie  F(X)  verschwindet,  für  alle 
ganzen  positiven  X  aber  positive  Werte  annimmt.  Der  Re- 
kursionsformel (5)  fOr  die  ci  entspricht  eine  solche  für  die  ^: 

(9)  pmn-ßio+  ßxiyt  +  '"  +  ßx^i-m-ir 

In  ihr  sind  alle  Koeffizienten  ßxfi  positiv  und  gröfser  als  die 
absoluten  Betrage  der  entsprechenden  Koeffizienten  &;i^  in  (6). 
Denn  nach  dem  Schlüsse  der  Nr.  807  waren  die  bxf^  lineare 
homogene  Funktionen  der  Werte  der  Q  und  ihrer  Ableitungen 
an  der  Stelle  x^O  mit  positiven  Zahlenkoeffizienten,  die  ßif^ 
sind  dieselben  Funktionen  der  Werte  von  ^  und  seinen  Ab- 
leitungen an  der  Stelle  x=^0.  Nach  dem  Satze  der  Nr.  643 
ist  also:  , ,      ,  ^ 

809.  Beendigung  des  Eonvergenzbeweises.  Wir  be- 
haupten nun:  Durch  passende  Wahl  der  Zahl  p  kann  der 
Faktor  pf(X)  von  yx  für  jedes  ganze  positive  X  kleiner  gemacht 
werden  als  12^(>l)|.  Denn  sowohl  F{X)  als  f{X)  sind  ganze 
Funktionen  n*®""  Gh-ades  von  X,  in  denen  der  Koeffizient  der 
höchsten  Potenz  gleich  1  ist.     Also  ist: 

18* 
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und  Ton  einem  bestimmten  X^^t  an.  wird  daher: 
<2,  (i  =  <,  <+l,...). 


m 

F{1) 


Nimmt  man  also 

80  wird: 

pm<2p\FiX)\£\F{l)\. 

Dieselbe  üngleichnng  gilt  aber  anch  ftir 

wemi  man  gleichzeitig  p  kleiner  wählt  als  den  kleinsten  der 
Betrage  von: 

F(l)    F(2)         F(t-D 

Diese  sind  alle  von  null  verschieden;  denn  F(a)  verschwindet 
für  a»0,  aber  nach  unserer  Annahme  f&r  keinen  anderen 
Wert^  der  diesen  um  eine  ganze  positive  Zahl  übersteigt. 
Demnach  wird  nach  (5)  und  (9)  für  jedes  ganze  positive  X: 

\  Cx\  ^ 


\F(X)\ 

^Pxo  +  Pii\^^\+''  +  ßx,x^i'\<^x^i\  ^.. 
=  PfW  ^^'' 

vorausgesetzt,  dafs  bereits 

k  I  <  yi;  k  I  <  n;  •  •  •  k^-i  I  <n-i 

bewiesen  ist.  Nun  sieht  man  aber  unmittelbar,  dais  k  |  <  ^^ 
wir  schlielsen  also  für  Jl  =  2,  |  c^  |  <y2  und  hieraus  für  X  =  3, 
|c3|<y3,  U.S.W.     Es  ist  also: 

l^;i|<y;i,  a-1,  2,  3,...oo). 

Somit  konvergiert  unsere  Reihe  (3)  und  stellt  eine  Lösung 
der  Dififerentialgleichung  (2b)  oder  (2c)  dar,  falls  die  Reihe  (7) 
konvergiert.  Um  dies  zu  prüfen,  multiplizieren  wir  in  der 
Gleichung  (6)  auf  beiden  Seiten  mit 

r 
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sabstitaieren  dann  die  Reihe  (7)  und  yergleichen  die  Koeffi- 
zienten der  gleichnamigen  Potenzen  Ton  x.  So  erhalten  wir 
die  neue  Bekorsionsformel 

J'm)n=7[a-l)(*-2)-(A-»)+(i-l)-(A-n+l)4"-+il-lJyi-i 
oder: 

(10)  pmyi^l^n^  - 1)  +  JiffiWjyi-i, 

wo  fi(X)  eine  ganze  Funktion  n  —  1*^  Grades  Ton  X  ist, 
während  f{X)  den  Gfrad  n  hat.    Also  wird 

lim  -^  =  1, 

und  die  Reihe  (5)  konvergiert  für  alle  |  o;  { <  r^  mithin  auch 
die  Reihe  (3)  innerhalb  des  Kreises  r  um  den  singularen  Punkt 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Satz  IL  Ist  der  Grad  der  determinierenden  Gleichung 
gleich  der  Ordnimg  n  der  Differentialgleichung,  also  der  be- 
trachtete  Pd  x=^Xq  eine  State  der  BesUmmiheit,  und  ist  a  eine 
Wurzel  der  determinierenden  Gleichung,  aus  der  durch  Addition 
einer  positiven  ganzen  Zahl  keine  neue  Wurzel  abgeleitet  werden 
hrnn,  so  existiert  immer  eine  Lösung,  die  nach  Division  mit 
{x  —  XqY  in  dem  Gebiete  von  x  =  Xq  regulär  ist 

Und  es  folgt  daraus: 

Satz  m.  Sind  keine  zum  Wurzdn  der  determinierenden 
Gleichung  um  eine  ganze  Zahl  verschieden,  so  entspricht  ihren 
n  Wurzdn  ein  FundamerUalsystem  von  Lösungen,  die  sich  um 
x=^Xq  in  der  in  Satz  II  angegd>enen  Weise  verhalten. 

810.  BeispieL  Als  Beispiel  für  die  vorstehenden  Ent- 
Wickelungen  behandeln  wir  wieder  die  Gleichung: 

in  der  Umgebung  der  singularen  Stelle  x  =  0.  Wir  machen 
entsprechend  der  Formel  (3)  der  Nr.  805  den  Ansatz: 

y  =  a?«  +  Ciir"+^  +  c^af +'  H 
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und  finden  für  a  die  „determinierende  Gleichung"  (Formel  (4) 
der  Nr.  805): 

F(a)  =  a(a  +  2n  -  1)  =  0. 

Ihr  Gh*ad  ist  gleich  2,  also  ist  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit. Ist  also  2n  —  1  keine  ganze  Zahl,  so  existiert  (Nr.  808^ 
Satz  in)  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  y^,  y^,  von 
denen  die  eine  zum  Exponenten  a^=0,  die  andere  zum 
Exponenten  1  —  2n  gehört.  Das  Gebiet  des  Punktes  x  =  0 
ist  hier  (Nr.  796)  die  ganze  komplexe  Ebene.  Denn  aufser 
x  =  0  liegt  kein  singularer  Punkt  im  Endlichen.  Also  wird 
die  eine  Lösung  y^  durch  eine  bestandig  konvergente  Potenz- 
reihe gegeben;  die  andere  y^  durch  das  Produkt  einer  solchen 
mit  a:^'"*^  Erstere  verhält  sich  also  regulär  um  x  =  0^  die 
letztere  nicht. 

Die  Rekuröionsformel  für  die  cx  ist: 

wobei  Cq=1,  c^^=0  zu  setzen  ist. 

In  Übereinstimmung  mit  Nr.  806  ist  also  der  Koeffizient 
von  Ci  gleich  F{a  +  X).         . 

För  die  erste  Wurzel  «  =  0  wird 


F{a  +  ;i)  =  X{X  +  2n  - 

-1)' 

also  wird  für  y^: 

^'•^;i-2 

^^       X'{l  +  2n-l) 

Es  folgt  also,  da  Co=l  ist: 

\-      "^^     . 

^        2(2w+l)' 

__      m'Cg                         m* 

^*       4(2w+S)^2.4(2n+l)(2n  +  3)' 

m^c^                                 w* 

^«        6(2n-|-6)^^-4.6;,2w  +  l)(2w 

.-f:8)(2«+6) 

Andererseits  folgt  wegen  c_i=  0: 
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Mithin  wird: 

^1 ""      "^  2(2w  +  l)  ■*"  2.4.(2n+l)(2n  +  8)  "* 

Für  die  zweite  Wurzel  findet  man  durch  ganz  analoge 
Bechnung: 

2f2       •*'  L     ^2(3-2n)^2.4(3-2«)(6-2«)^       J' 

und  die  yollstandige  Losung  wird 

in  Übereinstimmung  mit  Nr.  802,  Formel  (3). 

§  3.  Weitere  Beispiele. 

811.  Erstes  Beispiel.  Die  Existenz  des  fQr  unser  Beispiel 
soeben  aufgestellten  Fundamentalsystemes  wird  durch  die  allr 
gemeinen  Sätze  der  Nr.  809  nur  in  dem  Falle  bewiesen,  dals 
2n  —  1  keine  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  aber  evident,  dais  sie 
auch  dann  behauptet  werden  kann,  wenn  2n  zwar  ganz,  aber 
gerade  ist.  Denn  dann  sind  nach  dem  Schlüsse  in  Nr.  800 
die  Reihen  für  y^  und  y^  bestandig  konvergent  und  ebenfalls 
Lösungen  der  Differentialgleichung.  Es  bleibt  also  nur  noch 
der  Fall  zu  betrachten,  dafs  2n  eine  ganze,  ungerade  Zahl  ist. 
Alsdann  folgt  immer  noch  aus  Satz  11  (Nr.  809),  dafs  jeden- 
falls eine  der  beiden  fttr  y^  und  y,  soeben  aufgestellten  Aus- 
drücke der  Differentialgleichung  genügt  und  zwar  derjenige, 
welcher  zu  dem  gröfseren  Exponenten  gehört.  Es  ist  also  dann 
y^  eine  Löißung,  wenn  1  —  2w  negativ  oder  null,  also  2n  eine 
positive  ungerade  Zahl  ist.  Dagegen  ist  y^  eme  Lösung,  wenn 
1  — 2n  positiv,  also  2n  eine  negative  ungerade  Zahl  ist.  Nach 
Nr.  802  geht  aber  die  Differentialgleichung  (1)  durch  die 
Substitution  y  =  x^~-^^'Z  in  eine  solche  für  z  über,  bei  der  n 
mit  1  —  »  vertauscht  ist,  und  dies  ist  auch  aus  den  soeben 
für  y^  und  ^2  aufgestellten  Ausdrücken  abzulesen.  Daher  kann 
man  sich  auf  den  Fall  beschränken,  dafs  n  eine  positive 
ungerade  Zahl,  also  y^  die  von  Satz  11  gelieferte  Lösung  ist. 
Die  Reihe  für  y^  ist  nach  diesem  Satze  immer  noch  beständig 
konvergent.     Dagegen  wird  die  für  y^  illusorisch. 
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um  also  zn  y^  ein  zweites  Integral  zu  finden^  muls  man 
einen  anderen  Weg  einschlagen.  Wir  bedienen  uns  dabei  einer 
Methode^  die  allgemein  bei  Differentialgleichungen  2^^  Ordnung 
verwandt  wird. 

Vorerst  fCLhren  wir  allerdings  noch  eine  bequemere  Be- 
zeichnung eiu;  indem  wir  setzen: 

2n=-2r  +  1, 

so    dafs   r   null    oder  positiv  ist.     Die  vorgelegte  Gleichung 
wird  dann: 

und  es  ist: 

^i~      "^  2(2r  +  2)"*"2.4.(2r  +  2)  (2r  +  4)"*"  "* 

Wenn  man  diesen  Wert  von  y^  anwendet^  so  wird  das 
allgemeine  Integral  dargestellt  durch 


X 


«0 

wobei  C  und  C  zwei  willkürliche  Eonstanten  und  Xq  irgend 
ein  Anfangswert  von  x  ist  (Nr.  774).     Da  y,  för  a;  =  0  nicht 

verschwindet;    ist  aber  — |  nach    ganzen    positiven    Potenzen 

von  X  entwickelbar.    Man  kann  also  setzen: 

wobei  Y  um  x  =  0  regulär  ist.    Folglich  hat  man» 


/-> 


X 

dx  P 


Xo 

P  bezeichnet  ein  Polynom  vom  Gh:ude  2r,  G  eine  Eonstante 
und  V  eine  analytische  Punktion,  welche  um  a;  =  0  regulär 
bleibt.  Hieraus  folgt,  dals  die  vorgelegte  Gleidiung  eine 
Losung  von  der  Form: 
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habea  muis;  wobei  fs  eine  Funktion  ist^  die  um  o; »  0  regulär 
ist  Demnach  ist  es  angezeigt  die  Substitution  anzuwenden, 
welche  durch  die  Torstehende  Formel  ausgedrückt  wird^  und  als- 
dann dieEntwickelung  Ton  Mac-Laurin  oder  das  Verfahren  der 
mibestimmten  Koeffizienten  auf  die  transformierte  Gleichung 
f&r  z  anzuwenden.  Diese  wird  sich  Ton  der  ursprünglichen 
nur  durch  ein  zweites  Glied  unterscheiden^  welches  durch  die 
Substitution  eingeführt  ist 

812.  Sin  besonderer  FalL  Wir  beschranken  uns  darauf, 
die  Rechnung  für  den  einfachsten  Fall,  wo  r»0  ist,  aus- 
zuführen.   Die  gegebene  Gleichung  ist  dann: 

d^y  .tdy  ,         ^ 

dx^  +  xdi'-'^y^^ 

und  ein  partikulares  Integral  derselben  ist: 
oder: 


m»*«»* 


.fLi^  2«.4«...(2*)» 

Das  mit  P  bezeichnete  Polynom  reduziert  sich  hier  auf 
eine  Eonstante,  und  das  Produkt  Py^  kann  mit  e  yereinigt 
werden;  ferner  ist  evident,  da&  es  gestattet  ist,  G^l  zu 
setzen,  und  folglich  können  wir 

y^yilx  +  0 

annehmen;  also: 

pL^^la>  +  ?L  +  li, 
dx        dx         ^    X       dx 

^  -  ^1 7  aj -L  1  ^  _  Jt  4.  ^ . 

dx^  ^  dx^^^^  X   dx       a?«  ^  dx^ 

Tragt  man  diese  Werte  in  die  Differentialgleichung  ein, 
so  erhalt  man  die  transformierte: 

^4.i^_     >    2  dy^ 

dx*  *  X  dx  X  dx 

Wir  setzen  nun: 
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und  bezeichnen  znr  Abkürzimg  mit 

den  Wert  von  y^.  Substituiert  man  diese  Werte  von  is  und 
von  y^  m  die  Diffißrentialgleicliung  und  setzt  die  Koeffizienten 
gleicher  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  einander  gleich^ 
so  folgt: 


imd  folglich: 
und  folglich: 


4Ä;*a*  —  m'ai—i  =  —  4:1c  Ak 


^k      ^k-i  ^ 


Nichts  hindert  uns  a^  =  0  anzunehmen,  und  also  wird: 

^*  ===  ~   2«.4«.,.(2ft)«  (^  +  i  +  3  +  '  "  +  ä)' 

Also  hat  man  als  zweites  partikulares  Integral: 

813.  Ein  neuer  Spezialfall«  Wir  hatten  schon  Gelegenheit  zu 
bemerken,  dafs  es  auch  von  Nutzen  sein  kann,  eine  Änderung 
der  Variabelen  zu  vollziehen,  bevor  man  eine  Reihen- 
entwickelung ausführt.  Wir  wollen  dafür  ein  Beispiel  geben, 
indem  wir  einen  neuen  Fall  der  Gleichung 

d^y       2n  dy  ^    a 

dx^  "^   X   dx  -^ 

betrachten.      Wir    setzen    [i  =  ±  m    und    führen     die     Sub- 
stitution aus: 

dy       (dz 


Da  fi^=m^  ist,  so  erhalten  wir  die  transformierte  Glei- 
chung für  0: 

(d*z    ,    Q     fl^^\    ,    2n  (dz    .        \       ^ 
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Versuchen  wir  nun  derselben  durch  eine  Reihe 

^  =  »0+  0^1^  +  «s^H h  öt*i»*H 

zu  genügen^  so  folgte  indem  wir  die  Koeffizienten  irgend  einer 
Potenz  von  x  null  setzen: 

Ä(2n  +  1-  l)a*  +  2^(n  +  Ä;  -  l)a*_i-  0. 

Ist  2n  nicht  eine  ganze  negative  Zahl^  so  bestimmt  diese 
Gleichung  das  Verhältnis  der  Koeffizienten  a« :  ük^x^  und 
daraus  gewinnt  man  den  Wert  yon  üky  nämlich: 

«*  — ^      ^ik)  i.2...A;.(2w)(2w  +  l)...(2n  +  A;-l)^0J 

der  erste  Koeffizient  %  bleibt  willkürlich. 

Ist  n  eine  ganze  negative  Zahl  —r,  so  zeigt  die  er- 
Iialtene  Relation  zwischen  a^  und  aj^—i;  daCs  (7r+i  nuU  ist, 
nnd  folglich  gilt  dasselbe  auch  für  ar+s;  ür^Zf...  Anderer- 
seits kann  man  aber  auch  die  Koeffizienten  a^y  a^, . . .  o,^  null 
setzen,  a^r+i  willkürlich  annehmen,  und  alsdann  sind  die 
folgenden  Koeffizienten  bestimmt  als  Funktionen  von  Osr+i- 
Demnach  erhält  man  in  dem  vorliegenden  Fall  die  beiden 
folgenden  Integrale  der  Gleichung  für  e\ 

e  =  %+  a^x  +  a^o(? H f-  a^af, 

und  mithin  eine  partikulare  Lösung  der  ursprünglichen  Glei- 
chung durch  einen  Ausdruck,  welcher  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Gliedern  besitzt.  Wir  bemerken  dabei,  dafs  man  zwei 
partikulare  Integrale  dieser  Art  hat,  da  man  für  ii  den 
doppelten  Wert  ±  m  wählen  kann. 

Hieraus  folgt,  dafs  sich  die  vollständige  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung  in  endlicher  Form  darstellen  läfst,  wenn  n 
eine  ganze  negative  Zahl  ist.  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  n 
eine  ganze  positive  Zahl  ist,  denn  dieser  Fall  läfst  sich,  wie 
wir  bereits  sahen,  auf  den  vorigen  zurückführen. 

Man  erhält  dann  auch  das  Integral  in  einer  bemerkens- 
werten Form,  indem  man  folgendermafsen  verfährt. 
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814.    Sohlufs  des  Beispieles.     Wir  setzen: 

nnd  die  Differentialgleichnng  wird: 

Der  erste  Teil  dieses  Ausdruckes  ist  die  n^  Ableitung  der 
Funktion  Xj-'^  desgleichen  ist  der  zweite  die  n*®  Ableitung  von 

{2iix  +  n)u. 

Integriert  man  also  die  Gleichung  n-mal^  und  bezeichnet  man 
mit  Pn— 1  ein  willkürliches  Polynom  von  x  vom  Grade  n  —  1, 
so  erhält  man: 

a?^  +  (2|ia?  +  n)u  =  P«_i. 

Da  wir  aber  nur  einen  partikularen  Wert  von  u  brauchen, 
so  können  wir 

Pn-1  =  0 

setzen;  also  wird  die  vorstehende  Gleichung^  wenn  man  die 
Yariabelen  trennt: 

und  hieraus  folgt: 

lu  +  2  fix  +  nix  =  const. 
Setzt  man  die  Eonstante  ebenfalls  nuU^  so  wird: 

u  =  e-'^f*'^x~", 
und  demnach: 

da;«~i  '     ^       ^  da;«-! 

Den  Werten  +  m  und  —  m  von  ii  entsprechen  zwei  par- 
tikulare Integrale  der  ursprünglichen  Differentialgleichung; 
das  vollständige  Integral  ist  also  im  Falle  eines  positiven 
ganzzahligen  n: 
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Ist  n  eine  ganze  negative  Zahl,  so  mab  man  1  —  n  an 
Stelle  Ton  n  schreiben  nnd  das  erhaltene  Resultat  mit  a^—^* 
multiplizieren  (Nr.  802).  Es  wird  also  in  diesem  Falle  die 
vollständige  Losnng: 


§  4.   Beziehungen  zwischen  Differentüdgleiehungeii  und 

bestimmten  Integralen.    Sommation  von  Reihen  dnreh 

Differentialgleiehnngen. 

816.  Danrtellimg  von  Lömmgen  dnzoh  bestimmte  Inte- 
grale. Erstes  BeiapieL  Anstatt  die  Integrale  durch  Reihen 
darzostellen,  ist  es  oftmals  vorteilhaft,  bestimmte  Integrale 
anzuwenden.  Die  Aufgabe,  welche  hierbei  zu  lösen  ist,  besteht 
also  darin,  dafs  man  durch  solch  ein  Integral  die  Summe 
einer  bestimmten  Reihe  ausdrückt  Eine  idlgemeine  Regel 
hierfOr  laist  sich  nicht  aufstellen;  auch  beschränken  wir  uns 
darauf,  nur  ein  Beispiel  zur  Erläuterung  anzugeben.  Wir 
wählen  wieder  die  Gleichung: 

sie  besitzt,  wie  wir  gesehen  haben,  ein  Integral  von  der  Form 
(2)  y  =  A  +  A^  +  ^^+-+^*^*+-    ' 

wobei  die  Koeffizienten^  der  Bedingung  genügen: 

Setzt  man 


80  wird  die  Bedingung  (3) 
and  hieraus  folgt 


qp(A;)  "^  2Ä;(2Ä;- 1) qp(&- 1)' 


qp(*)        (2Ä)!  qp(0) 
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Da  Ä^  willkürlich  ist,   so  wählen  wir  -4^=9(0),   also  wird: 

Wenn  nun  n  positiv  ist,   so  wird  der  Gleichung  (4)  ge- 
nügt, wenn  man 


(p(Jc)  ==  /  cos^*a}sin**'~^a}da} 


«etzt,   wie  man  aus  der  teilweisen  Integration   erkennt;  man 
kann  demnach 

n 

Ak  =  -7^^  I  cos**<»sin*""^<»d<» 

.0 

setzen,  und  die  Gleichung  (2)  ergiebt  als  Lösung: 

n 

»1  =J  V  +       1.2      +  1.2. 8. A  +  •  •  •)  sm«— ^fl)da> 

0 

oder 


y^^l    ^  (gin«oo8«  ^  g-  mojcoBco)  siu^'^-^öda}. 


0 

Um  ein  zweites  Integral  zu  bekommen,  kann  man  (Nr.  802) 
n  in  1  —  n  verwandeln,  und  sodann  mit  ^—^^  multiplizieren; 
also  wird: 


y% 


=  a?^-*"  /  ^  (e«a?oo8co  ^  g-ina;coi«)  ßin^-^^ödo}. 


Dies  setzt  aber  voraus,  dafs  n  <  1  ist,  denn  sonst  wird 
dieses  Integral  unendlich. 

816.   Zweites  Beispiel.     Ist  m^  negativ,   und  setzen   vnx 

so  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 
d^y   ,    2n  e2v   ,      «  ^ 
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wenn  n  zwischen  0  und  1  enthalten  ist,  gleich: 

y=C I  cos(/ia?coscD)sin**--*<»dcD  +  C'a?*~*"  /  cos(f*a:coscD)sm^~*"c}rfcD. 

0  0 

Ist  M  =»  -ö'  so  werden  die  beiden  partikularen  Integrale 
in  dieser  Formel  identisch;  doch  kann  man  leicht  das  all- 
gemeine Integral,  welches  diesem  Falle  entspricht,  erhalten, 
wenn  man  das  Verfahren  anwendet,  dessen  wir  uns  schon 
mehrmals  bedient  haben.    Wir  setzen  2n  »  1  ~  A,  so  wird: 


sin«— ^CD  =  1  ~  Ä  log  (sin  o)  +  *'^^g'(^^)  (^m  cd)»*, 

(a:sin  o)^-*"  =  1  +  Ä  log  (a?  sin  cd)  H og{xBma)  ^^  ^^  co)^^] 

0  mid  6'  sind  Werte  zwischen  0  und  1.  Tragt  man  diese 
Grolsen  in  die  obige  Formel  ein  nnd  ersetzt  man  dabei 
C+C  dnrch  C^,  C'h  durch  (7„  la&t  man  endlich  h  null 
werden,  so  folgt: 

n  n 

y  =  Ci  /  COS  {fix  COS  cD)rfcD  +  Cj  /  COS  (fio?  COS  cd)  log  {x  sin  cd)c{(d, 

0  0 

und  dies  ist  das  voUslandige  Integral  der  Gleichung: 

Dieses  Besnltat  lalst  sich  auch  leicht  aus  der  Entwickelung 
m  Nr.  812  ableiten. 

817.  Bereclmiing  bestimmter  Integrale  durch  Differential- 
gleiohungen.  Die  Aufgabe,  um  die  es  sich  hier  handelt,  ist 
die  Umkehr  der  vorigen.  Enthalt  ein  bestimmtes  Integral  einen 
Yariabelen  Parameter,  so  kann  man  das  Problem  stellen,  eine 
Differentialgleichung  zu  bilden,  welcher  dieses  Integral  ge- 
nügt, und  in  welcher  das  Integral  als  die  unbekannte  Funktion 
eingeht.  Lafst  sich  diese  Gleichung  nun  auf  anderem  Wege 
integrieren,  so  kann  man  auf  diese  Weise  den  Wert  des 
bestimmten  Integrales  berechnen.  Wir  wollen  hierfär  ein 
Beispiel  geben. 
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Wir  betrachten  das  bestimmte  Integral: 

OD 

/*    COS  aap      j 

(1)  y-J  (1+«^+'^"' 

0 

wobei  der  Exponent  w  +  1  aIb  poaitiy  yoransgesetzt  isi   Die 
teilweise  Integration  ei^ebt: 

/*    cos  ax       ,    sin  ad;  ,   2(n4-l)  /*    sin  aa?         , 

also: 

OD  OO 

/     COS  aa?      j_       8(^  +  1)  C    »"^«^       ..j.. 

0  0 

oder 

OD 

/*    sinaa;  , 

(2)  «y  =  2 (n  +  l)y  (1^,,),+, «<i«- 

0 

Differentiiert  man  diese  Oleichnng  zweimal^  so  folgt: 

(3)      ^__2(,+,)yi^|f|„^.. 

0 

Damit  dieses  Integral  einen  bestimmten  endlichen  Wert 
haty  muls  2n  +  1  positiv  sein.    Demnach  wird: 


OD 


0 

Die  Differentiation  der  Oleichnng  (1)  ergiebt  aber  auch 

0 

und  also  ist  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (5): 
oder 
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Dies  ist  die  DifFerentialgleichimg,  welche  wir  in  den 
vorigen  Abschnitten  behandelt  haben.  Wir  können  sie  in  end* 
lieber  Form  integrieren^  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist;  in  diesem 
Falle  kann  man  also  auch  das  bestimmte  Integral  in  expliciter 
geschlossener  Form  angeben. 

Ist  z.  B.  n » 0;  so  reduziert  sich  die  Differentialglei- 
chung auf: 

und  ihre  yoUstandige  Lösung  ist: 

y^Ce'  +  Ce-', 

Es  müssen  nur  noch  die  Eonstanten  G  und  C  bestimmt 
werden.  Zunächst  erhalt  man,  wenn  x  positiv  ist,  (7^0; 
denn  das  voi^elegte  bestimmte  Integral  kann  nicht  mit  x  un- 
begrenzt wachsen.   Femer  wird  dieses  Integral  für  a;  »  0  gleich 


CO 


/da      _ 


da  it 


also  ist 
und  folglich: 


c'=r 


OD 

/COüax 


cosaa;   ,  «        , 


für  a?  >  0,  wie  wir  bereits  in  Nr.  517  gefanden  haben. 

818«  Summation  einer  nnendlidhen  Beüie  durch  eine 
Differentialgleidhung.  Die  Summe  einer  unendlichen  BeihC; 
deren  Glieder  von  einer  Yariabelen  abhangen,  lalst  sich  bis- 
weilen dadurch  bestimmen,  dals  man  eine  Differentialgleichung 
bildet,  welcher  die  Beihensumme  genügt,  und  dafs  man  als- 
dann diese  Gleichung  in  geschlossener  Form  zu  integrieren 
sucht.  Auf  diese  Weise  kann  man  auch  öfters  zu  einer  Trans- 
formation der  Reihe  in  eine  andere  gelangen,  welche  für  die 
numerische  Berechnung  bequemer  ist. 
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Als  Beispiel  behandeln  wir  die  Aufgabe^   die  Smnme  der 
konvergenten  Beibe: 


{  X=l- 


(1) 


1 .  8  .  6  "*"  1 .  8  .  6  .  7  .  9 


+  ^      ^)''l.8.6...(4n+l)-' 

zn  finden.     Indem   wir   diß  Yariabele  x  als  reell  nnd  positiv 
annebmen,  setzen  wir 

so  wird 
(2) 


4n+l 


1.8.5   '    1.8.5.7.9 


+(-^yrT:f. 


,(4*  +  l) 


Differentüeit  man  diese   Gleichung  zweimal  nnd  mnlti- 
pliziert  man  das  Resultat  mit  4,  so  folgt: 


(3) 


r  1      ~         -         1 

d*y — Y  Y         ®*       1 a?^ 


femer;  indem  man  die  Oleicbnngen  (2)  und  (3)  addiert: 

8 


(4) 


^H  +  y 


X 


Diese  Gleicbung  ist  eine  lineare  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten^  mid  ibr  vollständiges  Integral  wird  nacb  den  früberen 
Regeln: 


(6)    y  =  Y^os| 


X 

C+  Ix  '*  cos- 


dx 


,1.x 


X 


Hieraas  folgt: 


(6) 


dy       1  _—- s-  1    .     X 

-T^ X    *  = sin  — 

dx       2  4  2 


i    1         « 


X 

C  +  I  x~^  cos  ^da? 

0 

X 
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Um  die  Eonstanten  C  nnd  C^  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
^  =  0  an  nnd  vergleichen  die  Gleichungen  (5)  nnd  (6)  mit  der 
Gleichung  (2)  und  der  folgenden,  die  aus  der  Differentiation 
der  Gleichung  (2)  hervorgeht: 

1  1 

(7)  ^-1.^-T 1^  +  i      '* 


dx        2*"  21.8^21.8.6.7 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (2)  und  (7)  ver- 
Bchwinden  für  a;  =  0;  folglich  muls  das  nämliche  bei  den 
Gleichungen  (5)  und  (6)  eintreten,  also  ist  C7 »  0  und  C7' »  0. 
Setzt  man  also  XYx  an  Stelle  von  y,  so  hat  man: 

(8)        XYx^^coB^  I X    ^  coB^dx+^sixij  I x~^Bin^dx. 

0  0 

Da  der  Wert  von  x  positiv  angenommen  ist,  so  ist  (Nr.  500): 


®-%/'""'^" 


oder  (Nr.  502): 

X    *  =  -4=  /  «    *  a    *  du. 


i        1     f-<^  _1 


Führt  man  diesen  Wert  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8) 
ein,  und  vertauscht  man  zugleich  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen, so  wird: 


V    'j'  * 


X'Yx  =  — 7=-cos^/a    ^  da  I  e    *      cos— (ia: 


-7=rsin^  I  a    ^  da  I  e  ^ 

v^    V       J 


sm  — da?. 


19* 
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Nun  ist  nach  Nr.  456: 


0 


0 

also  wird 


09 

a 


-xr^/—  1  X    I  a^da     .        1         ,     X    /  a     *  dt 

0  0 

00 


Die  t)eiden  Integrale: 

00 


0  0 

reduzieren  sich  auf  (Nr.  478): 


^  /if^ dl  ^  1    ff     ^ 

2  /      1+0  2    .    « 


9r 


0 

indem  man  a  =  ;er    'in  dem  ersten  nnd  a » ^e^ '  in  dem  zweiten 
setzt;  also  ist; 


oo 

1        1 


y«   /         X     ,      ,     x\  1         /  c     *      a*da 

0 


(9)      2  =  ::^ 

oder 

1^ 
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indem  mfiTi 


(11) 


einfahrt.    Das  Produkt  Vy27cx  wird  fttr  a?  =  +  oo  ntdl;   ist 
also  der  Wert  von  x  sehr  grols,  so  hat  man  nahezu: 

(12)  ^--^ 


Es  ist  evident,  dals  fdr  solche  Werte  Ton  x  die  An- 
wendung der  Gleichung  (1)  unpraktisch  wäre.  Wir  können 
aber  noch  weiter  gehen,  indem  wir  V  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, welche  för  die  Berechnung  von  X  bei  grolsen  Werten 
von  X  sehr  bequem  ist.    Es  ist: 


F= 


y%nx 


«9  OD 

je    ^^^a^da  —  je    *   'a 


6 


0 

00 


•(-D-ye"»"«   «    da  +  i-iyj'     ^^l,      da 


Das  letzte  Integral  kann  durch 


dargestellt  werden,  wenn  0  eine  Ghrolse  zwischen  0  und  1  be- 
zeichnet; femer  ist  (Nr,  600): 


1.8.6...(4i+l) 
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also: 


(13) 


Labt  man  n  unbegrenzt  wachsen,  so  erhalt  man  eine 
divergente  Reihe;  da  aber  der  Fehler,  welchen  man  begeht, 
wenn  man  die  Reibe  bei  einem  Gliede  abbricht,  kleiner  ist 
als  der  Wert  des  nächstfolgenden  Gliedes,  so  ist  die  Reihe 
doch  sehr,  dienlich  zur  Berechnung  Ton  V  bei  grolsen  Werten 
von  X.  Sie  ist,  wie  man  sieht,  der  Stirlingfichen  Reihe  darin 
ahnlich.  Ist  z.  B.  x>  10000,  so  kann  man  den  Wert  von  X 
mit  sieben  genauen  Dezimalstellen  vermittelst  der  angenäherten 
Formel  (12)  berechnen. 

Man  kann  leicht  beweisen,  dals  die  Gleichung  X=^0 
eine  unendliche  Anzahl  reeller  Wurzeln  besitzt,  und  dals  die 
positiven  Wurzeln,  geordnet  nach  ihrer  Ghrölse,  sich  immer 
weniger  von  den  entsprechenden  Wurzeln  der  Gleichung 

COS  2^  +  sm -g  =:  0 

unterscheiden,  welche  in  der  Formel 

enthalten   sind.    Doch   überlassen    wir    es    dem   Leser,    diese 
weiteren  Folgerungen  zu  entwickeln. 


Zweiter  Teil. 

Partielle  DifferentialgleicliimgeiL 
und  Variationsrechnuiig. 


Siebentes  Kapitel 

Die  partiellen  und  die  totalen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. 


§  1.  Einfache  FUle.    Lineare  partielle  DÜTerential- 
gleichungen. 

819.  Grundbegriffe.  Ein  einfaches  BeispieL  Eine  par- 
tielle Differentialgleichang  enthalt  zwei  oder  mehrere  un- 
abhängige Yariahele;  eine  oder  mehrere  unbekannte  Fmiktionen 
dieser  Yariabelen,  sowie  einige  der  partiellen  Ableitungen 
dieser  Funktionen.  Bei  den  Aufgaben,  welche  auf  solche 
Gleichungen  führen;  ist  die  Zahl  der  Gleichungen  gewöhnlich 
gleich  der  Anzahl  der  unbekannten  Funktionen.  Die  folgenden 
Entwickelungen  beschränken  sich  auf  den  Fall  einer  einzigen 
Gfleichung;  welche  nur  eine  unbekannte  Funktion  enthalt. 

Das  Problem  der  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichung wird  als  gelost  betrachtet,  wenn  es  gelungen  ist, 
dasselbe  auf  die  Integration  eines  Systemes  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zurückzuführen. 

Die  Reduktion  ist  yon  selbst  gegeben,  wenn  die  partiellen 
Ableitungen,  welche  in  der  Gleichung  vorkommen,  sich  nur 
auf  eine  einzige  der  Yariabelen  beziehen.  Denn  in  diesem 
Falle  kann  man,  wie  leicht  ersichtlich,  so  yorgehen,  wie  wenn 
eine  jede  der  anderen  Variabelen  ein  konstanter  Parameter 
wäre;  doch  hat  man  die  Eonstanten,  welche  durch  die  Inte- 
grationen eingeführt  werden,  als  willkürliche  Funktionen  dieser 
Variabelen  zu  betrachten. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  partielle  Differentialgleichung: 
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in  welcher  g  eine  unbekannte  Funktion  der  Yariabelen  x  und 
y  ist,  und  /*,  F  gegebene  Funktionen  derselben  bezeichnen. 
Wird  die  Yariabele  y  als  Eonstante  behandelt^  so  ergiebt  die 
Integration  (Nr.  675): 


r 

C+jF(x,y)e; 


/f(ßB,y)dx 
ef^  dx 


Aber  die  Eonstante  C  ist  hier  eine  willkürliche  Funktion 
Yon  y;  schreibt  man  also  (p{y)  an  Stelle  von  0,  so  wird: 


-//{', y)dx 


q>(y)+jF{x,y)e»<^ 


ff{x,y)dx 


dx 


820.  Zweites  SeiapieL  In  derselben  Weise  kann  man 
auch  bei  gewissen  Differentialgleichungen  yorgehen,  welche 
die  Ableitungen  nach  mehreren  unabhängigen  Yariabelen  ent- 
halten.    Wir  betrachten  als  Beispiel  die  Gleichung: 

ß  ist  eine  gegebene  Eonstante  und  ({x^y)  eine  gegebene 
analytische  Funktion  der  Yariabelen  Xj  y.    Setzt  man: 

dz 

so  wird: 

^  +  ap  =  f{x,y), 

und  in  dieser  Form  gehört  sie  zu  der  Elasse  der  Oleichungen, 
Yon  welchen  wir  oben  handelten.  Integriert  man  dieselbe,  wie 
wenn  x  eine  Eonstante  wäre,  und  bezeichnet  man  mit  2'  die 
willkürliche  Eonstante,  so  erhalt  man: 


p  =  X'c-«y  +  e 


— ay  /  e* 


e^^f(x,y)dy. 


Po 


In   dieser  Gleichung   muTs   man  X'  ak  eine  willkürliche 


Funktion   yon  x  betrachten 
Stelle  von  p,  so  ist: 

dz' 


Setzt  man  nun  wieder  -k—  an 


dx 


dx 


=  X'e-«y+e 


-^yj  e^yf(x,y)dy. 


Vo 
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Indem  man  nnn  diese  Oleichnng  int^piert  nnd  dabei  mit 
T  die  willkfirliche  Eonstante,  d.  h.  eine  willkfirliche  Funktion 
jon  y,  nnd  mit  X  die  willkfirliche  Funktion  von  x  bezeichnet, 
deren  Ableitung  X*  ist,  so  wird: 

Es  ist  eyident,  dals  diese  Formel  die  allgemeinste  Losung 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  liefert;  d.  h.  alle  Funk- 
tionen 0,  welche  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 

dB        8«5 
7x     dxdy 

analytisch  sind  und  der  Differentialgleichung  genfigen.  Sie 
enthält  zwei  willkfirliche  Funktionen  2,  Yy  die  erste  ist  unab- 
hängig Yon  ^,  die  zweite  unabhängig  Yon  x. 

82L  Die  linearen  Gleidhnngen  mit  iwei  nnabhiftngigen 
Vaziabelen.  Wir  werden  später  die  Definition  des  allgemeinen 
Ifiiegräles  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
geben  und  nachweisen,  dals  die  Bestimmung  desselben  immer 
auf  die  Integration  eines  Systemes  yon  gewohnlichen  Differential- 
gleichungen zurfickffihrbar  ist,  wie  grols  auch  die  Zahl  der 
unabhängigen  Yariabelen  sein  mag.  Hier  werden  wir  '  uns 
mit  dem  besonderen  Fall  derjenigen  partiellen  Gleichungen 
erster  Ordnung  beschäftigen^  in  denen  die  Ableitungen  nur 
im  ersten  Grade  und  nicht  miteinander  multipliziert  vor- 
kommen. 

Es  seien  x,  y,  0  drei  Yariabele,  yon  denen  die  letzte  als 
Funktion  der  beiden  anderen  betrachtet  wird;  wir  setzen: 

dg^pdx  +  q^dy^ 

womit  ausgedrückt  ist;  dafs  p  und  j  die  partiellen  Ableitungen 
yon  z  in  Bezug  auf  x  und  auf  y  darstellen. 

Die  partielle  Differentialgleichung,  welche  wir  untersuchen, 

ist: 

(1)  Pi>+Ö3  =  -R; 
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P;  Q,  B  bezeichnen  hier  gegebene  Funktionen  der  drei  Varia- 
belen  x,  y,  e,  die  man  sich  der  Einfachheit  halber  ganz  und 
rational  denken  kann.  ^ 

Wir  haben  früher  gesehen  (Nr.  88),  dab,  wenn  u  und  v 
gegebene  Funktionen  yon  Xy  y,  z  sind,  eine  partielle  Diffe- 
rentia^leichung  yon  derselben  Form  wie  oben  erhalten  wird, 
wenn  man  die  willkürliche  Funktion  (p  der  Gleichung 

(2)  v  =  ^>{u) 

aus  den  Gleichungen  eliminiert,  welche  man  durch  Diffe- 
rentiation nach  X  und  nach  y  hieraus  ableitet.  Infolgedessen 
untersuchen  wir  nun  umgekehrt,  ob  man  in  allen  Fällen  der 
Gleichung  (1)  genügen  kann,  indem  man  für  b  eine  Funktion 
wählt,  wie  sie  durch  die  Gleichung  (2)  definiert  ist,  wodurch 
(p  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnet,  u  und  v  aber  be- 
stimmte Funktionen  von  Xj  y,  0,  deren  Form  von  den  Koeffi- 
zienten P,  Q,  B  abhangig  ist. 

Differentiiert  man  die  Gleichung  (2)  nach  x  und  nach  y, 
so  folgt:  o  o  ,;^  p  V 


(3) 


OV    .      dv  ,/  \/du  .      du\ 

äS+i»ä7  =  9'(«)fc+J>ä7)' 

dv    ,      dv  1/  \/du  .      du\ 


Damit  also  die  Gleichung  (2)  eine  Lösung  der  Glei- 
chung (1)  ergiebt,  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  dals  man 
eine  identische  Gleichung  bekommt,  wenn  man  p  und  q  aus 
den  Gleichungen  (1)  und  (3)  eliminiert.  Um  diese  Elimination 
auszuführen,  braucht  man  die  Gleichungen  (3)  nur  zu  addieren, 
nachdem  man  sie  mit  P  und  Q  multipliziert  hat;  dann  folgt, 
indem  man  die  Gleichung  (1)  benutzt: 

(^r. + < + O -fX-Xi-U + «If + O- 

Diese  Gleichung  besteht,  unabhängig  von  der  Funktion  9?, 
identisch,  wenn  bei  allen  Werten  yon  x,  y,  z  die  Gleichungen 
gelten: 
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Nun  haben  wir  in  Nr.  727  bewiesen,  dab  die  beiden 
Integrale  des  simultanen  Systemes: 

/c\  äx      dy      dz 

(5)  T'^-Q'^S' 

wenn  man  dieselben  mit 

(6)  u  »  const.     V  »  const 

bezeichnet;  den  Gleichungen  (4)  identisch  genügen.  Wählt 
man  also  für  u  und  v  in  der  Gleichung  (2)  die  Funktionen, 
welche  als  Integrale  des  Systemes  (5)  bestimmt  sind,  so  liefert 
diese  Gleichung  eine  Lösung  der  partiellen  Di£Ferentialgleichung, 
wie  auch  immer  die  Funktion  g>  angenommen  wird. 

822,  Das  allgemeine  Integral  der  linearen  Gleiohimgen 
mit  vwei  unabMngigen  Verftnderlidhen.  Wir  wollen  nun 
noch  beweisen,  dals  jede  Lösung  der  Gleichung  (1)  in  der 
Gleichung  (2)  enthalten  ist.  Nehmen  wir  an,  dafs  die  Glei- 
chung (1)  erfOUt  ist  durch  eine  Funktion  0,  die  durch  die 
Gleichung 

(7)  F(x,y,z)^0 

deJSniert  ist,  so  folgt  aus  dieser  durch  Differentiation: 
dF  .      dF      ^       dF  ,     dF      ^ 

und  indem  man  diese  Werte  von  p  und  g  in  die  Differential- 
gleichung (1)  einsetzt,  mufs  unserer  Annahme  nach 

werden,  bei  allen  Werten  von  x  und  y,  wenn  man  für  0 
seinen  Wert  aus  der  Gleichung  (7)  substituiert. 

Die  Gröfsen,  welche  wir  mit  u  und  v  bezeichnet  haben, 
sind  aber  gegebene  Funktionen  von  Xy  y,  z>  Also  kann  man 
y,  jsr  als  Funktionen  von  w,  v,  rc,  oder  a?,  z  als  Funktionen 
von  w,  Vy  y  betrachten.     Es  sei  demnach: 

(9)  F{xy  y,  fs)^f{%  V,  ÄJ)  =  /i(M,  Vy  y)] 
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dann  ist: 

^       dudx"^  dv  dx  "^  dx^ 

dF^df  du      df_  dv ^ 
dy       ISü  dy    *   dv  ^^ 

dF__df  du       eidv 
dB       Wüle'^  dv  1^' 

und  die  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleiclmng  (8)  ergiebt 
auf  Grund  der  Gleichung  (4): 

ex 
Desgleichen  folgt  aus  der  Formel  (9): 

«II-»- 

Reduziert  sich   die   linke  Seite   der  Gleichung  (7)   nicht 

auf  eine  Funktion  der  Yariabelen  u  und  v  allein,  so  werden. 

die  Ableitungen 

df^    df^ 

dx      dy 

nicht  identisch  null;  man  kann  dann  aber  auch  nicht  annehmen, 
dals  eine  der  Gleichungen 

^^  =  0     ^  =  0 
F5         '     dy 

auf  Ghimd  der  Gleichung  (7) 

oder  ^  .  N      /% 

besteht;  denn  die  Elimination  Yon  x  oder  von  y  würde  eine 
Endgleichung  zwischen  u  und  v  ergeben,  was  zufolge  der 
Unabhängigkeit  der  Funktionen  u  und  v  (Nr.  727)  nicht 
möglich  ist.  Also  mülsten  P  und  Q  null  werden  yermittelst 
der  Gleichung  (7),  und  dies  erfordert,  dals  auch  B  gleich  null 
wird.  Es  ist  also  eyident,  dals,  wenn  P,  Q,  E  gleichzeitig 
für  eine  Funktion  z  der  Yariabelen  x  und  y  yerschwinden, 
diese  Funktion  der  Differentialgleichung  genügt.  Indem  wir 
aber  yon  diesen  singulären  Lösungen,   die  nur  in  besonderen 
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imien  auftreten,  absehen^  erkennen  wir,  dals  die  Oleichong  (7) 
notwendig  yon  der  Form 

9(u,  t?)  =  0 

ist,  woraus  man  f&r  v  einen  Wert 

ableiten  kann,  der  nur  yon  u  allein  abhangt. 

823.  Geometrisdhe  Deutung.  Das  Problem,  welches  wir 
hier  durch  Zurückf&hrung  auf  die  Integration  eines  simultanen 
Systemes  yon  zwei  Gleichungen  gelöst  haben,  UUbt  sich 
geometrisch  folgendermaGsen  interpretieren.  Wie  die  Koordinaten 
^}  Vi  ^  geometrisch  einen  Punkt  im  Baume  darstellen,  so 
wird  durch  die  Gh-oij9en  p,  q,  welche  zu  solch  einem  Wert- 
System  gehören,  eine  Ebene  in  dem  betreffenden  Punkt  fest- 
gelegt, indem  man  derselben  die  Gleichung  giebt: 

wobei  I,  fj,  i  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten.  Nennen 
wir  einen  Punkt,  mit  einer  durch  ihn  gelegten  Ebene  ein 
Flächenelement  oder  kurz  Elemeniy  so  giebt  es  oo^  Elemente, 
entsprechend  den  ffinf  Gh-öij9en  Xy  y,  ir,  p,  q.  Eine  partielle 
Differentialgleichui^ 

/"(a?;  Vf  e,p,  (Z)  =  0, 

welche  eine  Relation  zwischen  diesen  fänf  Gh-öij9en  darstellt^ 
umfalst  oo^  Elemente,  indem  zu  jedem  Punkte  des  Baumes 
nur  noch  einfEM^h  unendlich  yiele  Ebenen  gehören.  Ein  Integral 
der  Differentialgleichung  ist  jede  FBiche 

welche  die  Eigenschaft  hat,  dafs  jeder  Flachenpunkt  mit  seiner 
Tangentenebene  ein  Element  bildet,  welches  der  Differential- 
gleichung angehört. 

Ist  mm  insbesondere  die  Differentialgleichung  eine  lineare, 

also  yon  der  Form: 

Fp+Qq^B, 

imd  sind  P,  Q,  B  eindeutige  (etwa  ganze)  Funktionen,  so 
bilden  die   Ebenen,    welche  jedem   Punkte    des   Baumes   zu- 
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geordnet  werden ,  ein  lineares  EbenenbüscheL  Denn  babeii 
X,  y,  0  bestimmte  Werte,  so  ist  für  jede  diesem.  Punkte  zu- 
geordnete Ebene 

g  -  ^  =i>(S  -x)  +  q(ri  -  y) 

die  eine  Koordinate  q  darstellbar  dnrcb 

so  dals  die  Gleichung  der  Ebene  wird: 

dieselbe  enthalt  in  ihren  Koeffizienten  nur  eine  Yariabele, 
welche  in  der  ersten  Potenz  auftritt,  und  alle  die  Ebenen,  die 
sich  bei  willkürlichen  Werten  von  p  ergeben,  schneiden  sich 
demnach  längs  der  Geraden,  deren  Gleichungen  sind: 

Q(,t-z)^R(v-y),     Q{%-x)^P{ri-y). 

Durch  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  wird 
demnach  jedem  Punkte  eine  Richtung  zugeordnet,  welche  man 
durch  das  simultane  System 

Qdz  =  Bdy,     Qdx  =  Fdy 
^^^^  dx_dy_dz_ 

darstellen  kann,  wodurch  ausgedrückt  ist,  dafs  der  zum  Punkt 
X,  y,  z  benachbarte  Punkt 

x  +  dx,    y  +  dy,    0  +  dz 

auf  der  yorgeschriebenen  Richtung  liegt. 

Soll  nun  eine  Fläche  die  Eigenschaft  haben,  dals  ihre 
Punkte  und  Tangentenebenen  Elemente  bilden,  welche  den 
Differentialgleichungen  genügen,  d.  h.  soll  sie  ein  Integral 
dieser  Gleichung  sein,  so  muTs  durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
auch  die  zugeordnete  Richtung  hindurchgehen  und  in  der 
Tangentenebene  liegen.  Die  Richtungen,  welche  durch  das 
simultane  System  dargestellt  werden,  bestimmen  aber  ein 
System  von  oo^  Kurven  im  Raum  oder  —  wie  wir  in  Nr.  729 
sagten  —  eine  Kongruenz  \  dasselbe  wird  durch  das  vollständige 
Integral  des  simultanen  Systemes  geliefert,  welches  wir  durch 
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bezeichnetexL  Jede  dieser  Oleiclumgen  liefert  ein  einfach 
unendliches  Flachensystem,  nnd  jede  Flache  des  einen  Systemes 
wird  Yon  jeder  Fläche  des  anderen  längs  einer  dieser  Enryen 
geschnitten. 

Weil  nun  jede  Integralfläche  in  jedem  ihrer  Punkte  zu- 
gleich die  vorgeschriebene  Fortschreitungsrichtong  enthält,  so 
enthält  sie  auch  die  ganze  Kurve,  welche  von  dieser  Fort- 
schreitungsrichtnng  bestimmt  ist;  das  heilst,  auf  jeder  Integral- 
fläche liegen  einfach  unendlich  viele  Kurven;  und  umgekehrt 
jede  Fläche,  welche  einfach  unendlich  viele  Kurven  enthalt, 
ist  eine  Integralfläche.  Einfach  unendlich  viele  Kurven  des 
SyBtemes  ^^^^    ^_^, 

erhält  man,  indem  man  zwischen  den  Konstanten  C  und  C 
eine  willkürliche  Relation  annimmt,  d.  h.  jede  Integralfläche 
laist  sich  in  der  Form 

darstellen,  und  alle  Flächen  dieser  Form  sind  Integrale. 

Die  Tangentenebenen,  welche  die  verschiedenen  Integral- 
flächen in  den  Punkten  einer  auf  ihnen  gelegenen  Kurve 

u  —  Cy    v  =  C 

besitzen,  können  voneinander  verschieden  sein,  da  ja  in  jedem 
Punkte  der  Baumkurve  noch  einfEMih  unendlich  viele  Ebenen, 
welche  durch  die  Tangente  hindurchgehen,  vorhanden  sind, 
mit  anderen  Worten:  zwei  Integralflächen  können  sich  längs 
eiuer  der  Baumkurven  schneiden,  wie  ja  auch  umgekehrt  jeder 
Schnitt  zweier  Integralflächen  eine  Kurve  des  Systemes  sein 
mufs.  Dagegen  ist  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Tangenten- 
ebenen längs  einer  Baumkurve  auf  einer  FUUshe  ändern,  voll- 
kommen festgelegt,  wenn  man  in  einem  Punkte  der  Baum- 
kurve die  Tangentenebene  kennt,  so  dals,  wenn  zwei  Integral- 
flächen in  einem  gemeinsamen  Punkte  dieselbe  Tangenten- 
ebene haben,    sie    sich    auch    in    allen   Punkten   der   Kurve 

berühren.    Denn  ist 

y(w,  v)  ==  0 

die  Gleichung  einer  Integralfläche,  auf  welcher  die  Kurve 

Serret,  Diff.-  a. Integral -Beohnnng.  IIL  2.  Aufl.  20 
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liegt,  wobei  nnter  C^  und  C^  zwei  bestimmte  Grofsen  yer- 
standen  sind;  welche  der  Relation 

genügen,  so  ist  die  Tangentenebene  der  FUlclie  in  den  Punkten 
dieser  Kurve  durch  die  partiellen  Ableitungen  bestimmt: 

d(p  du   .d^  dv        dq>  du   .dq>dv        dq>  du^  .   dq>  dv  ^ 
Ju  Wx'^  dv  'Sx^      ^Wy'^'Sv  dy^      du  'dz  "^  ^  Jz'^ 

dieselben  bestimmen  eine  Ebene,  welche  in  jedem  Punkte  der 
Kurve  durch  die  Tangente  derselben  hindurchgeht,  denn  fiir 
dieselbe  ist: 

Innerhalb  des  Ebenenbüschels  um  die  Tangente  ist  aber 
die  Tangentenebene  der  Fläche  durch  den  Wert 

d(p    dq> 

Wu'  dv 

fixiert,  welcher,  da  u  und  v  in  allen  Punkten  der  Kurve  die 
festen  Werte  Ci  und  C^  haben,  in  allen  Punkten  der  Kurve 
unverändert  derselbe  ist,  so  dafs,  wie  wir  Sitten,  die  Tangenten- 
ebenen längs  einer  Kurve  durch  ein  Anfangselement  voll- 
kommen bestimmt  sind. 

Will  man  dieses  Gesetz  der  Tangentenebene  direkt  an  der 
DijSierentialgleichung  erkennen,  so  hat  man  folgendermalsen  zn 
verfahren:     Die  Gleichung 

Pp+Qq^R 

ist  eine  Identii^t,  wenn  man  0  als  eine  Integralfanktion  von  x 
und  ff  betrachtet  und  p  und  q  die  Ableitungen  von  e  sind. 
Also  bleibt  die  Gleichung  erhalten,  wenn  man  sie  partiell, 
sowohl  nach  x  wie  nach  y  differentiiert;  es  wird  demnach: 
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Geht  man  in  der  Bichtung  einer  Systemkurye  weiter^  so 

'**•  dx:dy^P:Q, 

femer  ist:  o         o 

dp cq 

Wy      5« 
und  also 

dx    ^   ^ox  ox   ^   ^  dy  dx^ 

mithin  wird  die  erste  Gleichung;  indem  man 

setzt  (wobei  x,  y,  0,  p,  q  nis  unabhängige  Yariabele  gelten): 

und  ebenso  die  zweite: 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  die  totalen  Änderungen^ 
welche  die  Koordinaten  p  und  q  erfahren,  wenn  man  längs 
einer  Systemkurve  fortschreitet;  man  erkennt  aus  denselben 
wiederum,  dafs  jede  Integralfläche  nicht  nur  ein  bestimmtes 
Gesetz  fär  diese  Änderung  der  Tangentenebene  liefert,  sondern 
dais  dieselbe  durch  ein  Anfangselement  für  alle  Integralflächen 
festgelegt  ist. 

GKebt  man  dem  simultanen  Systeme 

dx:dyid0^P\Q:B 
die  Form  ^     ^     ^        df   df      df  ^     df 

so  kann  man  das  Gesetz  der  Fortschreitungsrichtung  und  der 
Tangentenebene  durch  die  Gleichungen: 

darstellen.  Bezeichnet  man  eine  Raumkurre  dieses  Systemes 
mit  einer  bestimmten,  durch  ein  Anfangselement  festgelegten 
Zuordnung  ihrer  Tangentenebenen  als  eine  Cha/rcMerisiik  der 
partiellen  Differentialgleichung,  so  giebt  es  00'  Charakteristiken, 

20* 
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die    durch    das   yollsi&idige  Integral    dieser   simultaiien    vier 
Differentialgleichimgeii  unter  Berücksichtigang  der  Gleiclmiig 

f{^y  Vy  ^,  1>,  «)  =  0 
erhalten  werden.  Auf  jeder  Integralflache  sind  einfach  unendlich 
yiele  Charakteristiken  zu  einer  Flache  vereinigt. 

824.  Lineare  Gleiohimgen  mit  beliebig  vielen  VariÄbeleiu 
Die  Yorstehende  Entwickelnng  lalst  sich  auf  alle  partiellen 
Di£Ferentialgleichungen  erster  Ordnung  anwenden^  welche  in 
Bezug  auf  die  Ableitungen  linear  sind;  wie  grols  auch  die 
Zahl  der  unabhängigen  Yariabelen  sein  mag.  Dies  wollen  wir 
hier  nachweisen. 

Wir  werden  mit  Xi,Xf^,,,.Xndien  unabMngigen  Yariabelen 
bezeichnen,  mit  x  die  Hauptvariabele,  d.  h.  die  unbekannte 
Funktion  der  Xi . . .  x„]  femer  werden  wir 

dx  =p^dxi  +  p^dx^  H h  PndXn 

setzen,   so  daiis  die  Gh*ölsen  p  die  partiellen  Ableitungen  sind. 
Die  allgemeine  Form   der  linearen  partiellen  DijSerential- 
gleichungen,  welche  wir  nun  betrachten^  ist: 

(1)  P,A  +  P,ft  +  .  .  .  +  PnPn-=P; 

■Pi>  Pi)'"Pn  luid  P  sind  gegebene  Funktionen  der  n+  1 
Yariabelen  x,  a^,  x^,  -  -  -  x„.  Ist  P  identisch  0,  so  heilst  die 
Gleichung  homogen.  In  Nr.  727  betrachteten  wir  den  noch 
spezielleren  Fall,  dafs  aufserdem  noch  die  Pi . . .  P«  frei  von 
X  sind.  Allgemein  haben  wir  in  Nr.  89  gezeigt:  sind  u^,  i«^, . . .  u« 
gegebene  Funktionen  der  Yariabelen  x,  x^,  X2,  * . » Xn  und  stellt 
0  eine  willkürliche  Funktion  dar,  so  f&hrt  die  Gleichung 

(2)  «K,   tlj,   W8,...Wn)=:0 

ZU  einer  partiellen  DifiFerentia^leichung  von  der  Form  (1), 
wenn  man  dieselbe  partiell  dififerentiiert,  und  die  willkürliche 
Funktion  eliminiert.  Wir  untersuchen  nun  umgekehrt,  ob  es 
möglich  ist,  wenn  die  Gleichung  (1)  gegeben  ist,  ihr  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (2)  Genüge  zu  leisten,  indem 
die  Funktionen  t^i;  t«^, ...  t«n  in  geeigneter  Weise  bestimmt 
werden.  Indem  man  die  Gleichung  (2)  nach  jeder  der  unab- 
hängigen Yariabelen  dififerentiiert,  erhält  man  das  System: 
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(3) 


Damit  die  Gleichung  (2)  der  gegebenen  Di£Ferentialglei- 
chong  (1)  genfigt,  ist  notwendig  nnd  hinreichend,  dals  die 
Elimination  der  Ableitungen  Pu  p^,  "^Pn  zwischen  den  Glei- 
chungen (1)  und  (3)  zu  einer  Identität  fOhrt  Diese  Elimination 
laist  sich  dadurch  ausfahren,  dals  man  die  Gleichungen  (8) 
addiert,  nachdem  man  sie  zuYor  mit  PiyP^,...Pn  multipliziert 
hat,  und  dafs  man  dabei  die  Gleichung  (1)  berücksichtigt; 
man  findet  so: 


d^  l-pdu. 


a#  z«^«»» 


»--\ 


^^•^)- 


0. 


Diese  Gleichung  ist  erfOUt,  was  auch   die  Funktion  9 
sein  mag,  wenn  die  Identii»ten  bestehen: 


(*) 


j''ä+a|5+' 


■  +  Afe-o, 


.du. 


Pt£  +  ^^ 


du^ 


du. 


und  wir  wissen  (Nr.  727),  dals  diese  Gleichungen  in  der  That 
gelten,  wenn  die  Funktionen  ti^,  ii^, . . .  u„  derart  gewählt  sind, 
dafs  die  Gleichungen 

i/^  »  const.,    ii^  ==  const., . . .  Un  =  const. 
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die  n  Integrale  sind  des  Systemes  yon  simultanen  Differential- 

gleichnngen 

^cN  dx dx^ dajj dx^ 

825.  Das  allgemeine  Integral  der  linearen  Gleiobnngen 
mit  beliebig  vielen  Verftnderliclien.  In  der  namliclien  Weise 
wie  in  Nr.  822  kann  man  femer  zeigen^  dafs^  abgesehen  von 
den  dort  erwähnten  Aasnahmefallen;  wo  alle  Funktionen 
P,  P^f  P^, . . .  Pn  durch  eine  und  dieselbe  Funktion  von 
x-^y  x^,..Xn  ZU  Null  gemacht  werden,  jede  Losung  der  Glei- 
chung (1)  in  der  Gleichung  (2)  enthalten  sein  muls;  denn  es  sei: 

(6)  Fixy  a?!,  a?8,...Ä;n)  =  0 

solch  eine  Lösung,  so  erhält  man  durch  Differentiation: 
dF  ,        dF      ^         dF   ,       dF      ^ 

entnimmt  man  hieraus  die  Werte  von  Pi,p%9>"Pni  nnd 
substituiert  dieselben  in  die  Gleichung  (1),  so  folgt: 

(')  <+A|f  +  -  +  i>.|f-o. 

Nehmen  wir  nun  an,  dals  man  die  Yariabelen  Xy  x^,  x^j*..Xn 
mit  Ausnahme  von  Xi  als  Funktion  von  u^y  u^y.Un  und  Xi  dar- 
gestellt hat,  imd  dals: 

I{X,  X^,  X^,...Xn)=^  fi{Ui,  Wj,  . . .  Un,  Xf) 

ist,  so  wird: 


dF 

_  ifi  du, 

du,  dx 

+  ■ 

+  du„ 

du„ 

dF 

Sfi  du, 

du,  dx. 

+  ■ 

du„ 
dx,' 

dF 

i     du,  dxf_ 

-  +  • 
1 

Bx,_,' 

d_F 

dXf 

»fi  du, 

^  dXf 

+  • 

+  du„ 

2«„ . 

dXf' 

dF 
dx„ 

Sfi  du, 

'^  du,  dx„ 

+  • 

■■  +  du,dx,' 
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Indem   man   diese  Werte   in   die  Gleichung  (7)  einf&hrt^ 
nnd  dieselbe  vermittelst  der  Gleiobongen  (4)  reduziert,  folgt: 

P^^^-0 

Wenn  abo   die  EoefGizienten  P^,  P^,  •  • .  Pn  und  P  nicht 
vermittelst  der  Gleichnng  (6)  yerschwinden,  so  mnfs 

sein,  mid  diese  Gleichnng  mnfs,  da  zwischen  den  Funktionen 
u^,  ti^,..,Un  keine  Relation  besteht,  identisch  erfüllt  sein.  Hier- 
aus folgt,  dafs  die  Gleichung  (6)  in  der  That  die  Form  (2)  hat 
Die  Lösung,  die  wir  durch  yorstehende  Methode  gefanden 
haben,  nennen  wir  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten 
Gleichung.  Das  Resultat  unserer  Untersuchungen  lafst  sich  in 
dem  folgenden  Satz  zusammen&ssen: 

IiohrsatB.    Es  seien  x,  x^,  ..,Xn  die  n+  1  Variabdenj  von 
denen  die  erste  eine  Fwnidion  der  anderen  ist; 

PidXi+p^dx^  + h  PndXn 

sei  das  totale  Differentiai  dx  von  x,  endlieh  P,  P^,  Pg, . . .  P„ 
gegAene  Funktionen  der  n  +  1  Variahelen,  Um  das  allgemeine 
Integral  der  linearen  partiellen  IXfferentialgleichung  erster  Ordnung 

PtP^  +  Pd?,+    '+PnPn=^P 

zu  erhalten,  genügt  es,  das  simultane  lästern  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichimgen 

dx dxi dx„ 

0U  integrieren.    Bezeichnet  man  mit 

Wi  =  const.,    u^  =  const., . . .  w„=  const. 

die  Integrale  dieser  Ghidirmgen,  dieselben  aufgdöst  nach  den 
tüimciirlichen  KonstarUen,  so  ist  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleidimig: 

0(Ui,   Wg,  .  .  .  Un)  =  0, 

wobei  0  eine  wiHkürliche  Funktion  bedeutä. 
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Bemerkimg«  Die  in  Nr.  823  gegebenen  Erorterongen 
lassen  sicli  anch  anf  den  allgemeinen  Fall  übertragen,  wenn 
man  in  einer  Mannigfaltigkeit  Yon  n+  1  Dimensionen  die 
entsprechenden  gepmetrischen  Formnlienmgen  wie  im  drei- 
dimensionalen Oebiete  anwendet. 

Die  willkürliche  Fnnktion  ist  bei  gegebenen  Problemen 
aus  besonderen  Bedingungen  zn  bestimmen.  Man  kann  z.  B. 
als  Bedingung  stell^i;  dals  x  sich  auf  eine  gegebene  Funktion 
von  XiyOS^,... Xn—i  reduzieren  soll,  wenn  man  der  Yariabelen  Xn 
einen  bestimmten  Wert  |n  beilegt.  Denn  es  ist  leicht  zu 
sehen,  wie  sich  die  Funktion  9  stets  so  bestimmen  ISlst,  dafs 
diese  Bedingung  erfüllt  wird.  Bezeichnet  nämlich  1^  einen 
bestimmten  Wert  und  f  die  gegebene  Funktion,  so  werden^ 
indem  man 

Ä^fi  ==  In;      a?  =  /"(«?!,   ^9  ''  Xn^l) 

annimmt,    ti^,  ii^, . . .  Un    Funktionen    der    n  —  1    Yariabelen 
x^y  x^y ...  Xn—v    Es  sei  also: 

Wi  ==  ^1  (fl?i,   X^y...  ÄJn-l), 


Wn=*n(a:i,   X^y...Xn^l)\ 


dann   ergiebt   die   Elimination   yon  x^y  ^;  • .  *  ^n— i   zwischen 
diesen  Gleichungen  ein  Resultat  yon  der  Form 

und  es  ist  eyident,  dals  die  geforderte  Bedingung  erfällt  ist, 
wenn  man  för  *  die  Funktion  W  wählt. 

§  2.    Differentialgleichnngen  fttr  Fläehenfamilien. 

826.  Cylinderfläohen.  Ma/n  soU  die  Gleichung  der  CyUnder- 
flächen  am  der  partiellen  DifferenüälgUichtmg  für  diese  Flächen 
ableiten. 

Werden  die  geradlinigen  Koordinaten  im  Raum  mit  Xy  y,  z 
bezeichnet,  und  wird  wie  gewöhnlich 

dz=^pdx  +  qdy 


Die  partiellen  und  totalen  Differentialgleichnngen  erater  Ordnung.  313 

gesetzt,  so  liefert  die  Bedingung,  dab  die  Tangentenebene 
parallel  zu  einer  festen  Geraden  ist,  die  partielle  Differential- 
gleichnng  der  Gylinder  (Nr.  345): 

(1)  ap  +  bq^h 

wobei  a  nnd  h  gegebene  Eonstanten  sind.  Diese  Gleichnng 
ist  zn  integrieren. 

Zn  dem  Zwecke  bilden  wir  das  simultane  System 
dx dy dM 

~ä~'h     r 

dx  —  ade  =  0,    dy  —  bde  =«  0. 

Die  Integrale  dieser  Gleidinngen  sind: 

o;  —  ajer »  const.,    y  —  ftjer  =«  const., 

und  folglich  ist  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(2)  0{x  -ae,    y  -  he)  =  0. 

Will  man  die  willkürliche  Funktion  durch  die  Bedingung 
bestimmen,  daft  die  Cylinderfläche  durch  eine  gegebene  Eurre 
geht,  deren  Gleichungen 

(3)  ip(x,  y,  e)  =  0,    i;(x,  y,  e)^0 
sind,  so  setze  man 

x  —  ae^u,    y  ^he^v. 

AlsdauTi  lassen  sich  die  Gleichungen  (3)  folgendermalsen 
schreiben: 

(p(u  +  aßf  V  +  hgj  d)  =  0,    ^(m  +  az,  v  +  bis,  e)  =  0. 

Eliminiert  man  aus  denselben  0y  so  bekommt  man  eine 
Gleichung  yon  der  Form: 

!F(m,  t;)  «  0    oder     V{x  —  an,  y  —  bz)  =  0, 

folglich  muls  man  fOr  $  die  Funktion  !P  wählen. 

Nehmen  wir  zweitens  an,  dafs  die  Funktion  $  durch  die 
Bedingung  zu  bestimmen  ist,  dafs  der  Gylinder  einer  gegebenen 
Fläche  .  .      ^ 

umschrieben  sei.  Alsdann  genügt  es,  die  Berührungskurve 
zwischen  dieser  Fläche  und  dem  Gylinder  zu  ermitteln;  denn 
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ist  diese  Kurve  bekannt,  so  hat  man  die  Bedingungen  des 
Yorigen  Falles.  Wir  bilden  die  Gleichnngen  der  Tangenten- 
ebenen im  Punkte  (x,  y,  z)  an  die  gegebene  Fliehe  und  an 
den  Gylinder,  nämlich: 

t-e  =i»(|  -x)  +  q(tj  - y). 
Da  die  Tangenteneb^aen  znsammenfalleu,  so  ist 

und  wegen  der  Gleichung  (1)  wird: 

»H  +  'lf  +  lf-o- 

Diese  Gleichung  bestimmt  zusammen  mit  der  F^hen- 
gleichung  die  gemeinsame  Berührungskurve;  man  gewinnt 
alsdann  die  Lösung  ebenso  wie  vorhin. 

Die  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken  werden 
für  die  vorliegende  partielle  Differentialgleichung: 

äxidyiäeidpidq^^aihiliOiOj 
d.  h.  für  dieselben  ist  dj)  =  0  und  dq  =  0,  also 

P  =  C,    q^C, 
wobei  die  Konstanten  C  und  C  der  Relation  genügen 

Es  bildet  also  eine  Erzeugende  des  Gylinders  zusammen  mit 
einer  festen  durch  dieselbe  gehenden  Ebene  eine  Charakteristik. 
In  der  That  ist  für  jede  Cylinderfiäche  die  Tangentenebene 
längs  einer  Erzeugenden  invariant. 

827.  Eegelfläohen.  Man  soU  die  Gkichwng  der  Kegd- 
flächen  cms  ihrer  partiellen  Differentialgleichu/ng  ableiten. 

Die  partielle  Differentialgleichung  der  Kegelflächen  wird 
erhalten  (Nr.  346),  indem  man  die  Bedingung  ausdrückt,  dafs 
jede  Tangentenebene  durch  einen  festen  Punkt  hindurchgeht^ 
welcher  der  Scheitel  der  Fläche  ist.  In  geradlinigen  Koordinaten 
wird  also  diese  Gleichung 

p(x  -  Xq)  +  q(y  -  yo)  =  ^  -  ^of 
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wobei  Xqj  Pq,  iSq  die  EooFdinaten  des  Scheitels  sind.    Um  sie  zu 
integrieren,  Iiat  man  die  Integrale  der  simnltanen  Gleichungen 

dx    dy    dz 

zn  bestimmen.    Dieselben  sind 

l(x  —  Xq)  —  l(e  —  £fo)  =  const.,    %  —  y^)  —  l(z  —  is^)  =  consi, 

oder  „    „  _ 

•'  const.,     - — —  —  const. 


X-Xa 


Hieraus  folgt,  dais  das  allgemeine  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung 

\z  —  go     e-Zo' 
ist.     Man  mufs  in  derselben  Weise  wie  yorhin  verfahren,  wenn 
man    die  Funktion  0  aus   den  Bedingungen  bestimmen  will, 
dab   der  Kegel   durch   eine   gegebene  Kurve   geht  oder  einer 
gegebenen  Fläche  umschrieben  ist. 

Die  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken  sind  hier: 

dx:dy:d0:dp:dq^x  —  x^iy  —  y^ie  —  ZqiOiO] 

sie  drücken  wiederum  aus,  daCs  längs  einer  Erzeugenden  die 
Tangentenebene  einer  Flache  ungeandert  bleibt. 

828.  Eonöidflädhen.  Die  Gleichung  der  Konoidflächen 
aus  ihrer  partiellen  Differenticdgleichu/ng  m  hestimmen. 

Die  partielle  Differentialgleichung  wird  erhalten  (Nr.  347), 
indem  man  die  Bedingung  darstellt,  dafs  die  Tangentenebene 
in  jedem  Punkte  die  Erzeugende  enthält,  welche  durch  den- 
selben hindurchgeht.  Diese  Gleichung  wird,  in  geradlinigen 
Koordinaten: 

px  +  qy=-  0, 

wenn  man  die  Leitgerade  zur  ;8f-Achse  und  die  Leitebene  zur 
a;^-Ebene  wählt.  Man  hat  also  die  Integrale  des  simultanen 
Systemes  äx^dy^äz 

X  y         0 

zu  bestimmen;  dieselben  sind: 

^  =  const.,    0  =  const., 

X 
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und  folglich  ist 


o 


die  Gleichung   der  Eonoidflächen,   wobei  q>   eine   willkürliche 
Funktion  ist. 

Die  Charakteristiken  haben  dem  Systeme  zu  genügen: 

also  ist 

J^^JL     oder     ~  =  const. 
P        9.  P 

Aus  der  partiellen  Differentialgleichung  folgt 

q  X 

p — r 

und  da  fiir  eine  Erzeugende 


X 


d.  h.  konstant  ist,  so  ist 


l  =  -J=const. 

das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Tangentenebenen  einer 
Flache  längs  einer  Erzeugenden  ändern. 

829.  Botationsfläohen.  Biß  Gleichung  der  Botationsflächen 
mit  gegebener  Achse  am  ihrer  partieUen  DifferenHalgleichimg  0u 
finden. 

Die  partielle  Differentialgleichung  ist 

py-qx  =  0, 

wenn  man  annimmt,  dals  die  Koordinaten  rechtwinklig  sind, 
und  da[s  die  ;er-Achse  mit  der  Rotationsachse  zusammenfallt; 
man  erhält  dieselbe  (Nr.  348),  indem  man  die  Bedingung  aus- 
drückt, daJb  die  Normale  die  Achse  schneidet.  Hier  mufs  man 
die  simultanen  Gleichungen 

dx dy  dz 

xdx  +  ydy  =  0,    d0  =  O 
integrieren.     Die  Integrale  sind 

a^+  y^=  const,    0  =  const; 
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also  ist  das  allgemeine  Int^pral  der  partiellen  Differential- 
gleichoBg  :r«+y«=^(.), 

wenn  9  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnet. 
Die  Charakteristiken  werden  dargestellt  dnrch: 

dx  :  dy  :  de  :  dp  :  dq  =^  y  :  "  X  :  0  :  q :  —p, 

ako  ist: 

^^y-  =  f^     nnd     p-^^^^, 
dp       q        p  dq        p        q 

folglich  wird 

^«Ci     nnd    ^  =  C„ 

nnd  znfolge  der  partiellen  Differentialgleidinng  ist  C^  »=  C|. 
Die  erzengenden  Kurven  werden  hier  Ton  den  zweifach  unendlich 
vielen  Sj-eisen  gebildet^  deren  Ebene  der  ^y- Ebene  parallel 
ist,  nnd  deren  Mittelpunkt  auf  der  «r- Achse  liegt.  In  den  Punkten 
solch  einer  Erzeugenden  ändern  sich  die  Tangentenebenen  einer 
Flache  so,  dals 

(c       y         } 

konstant  bleibt.  Dadurch  ist  ausgedrückt,  dals  die  Ebene  in 
ihrem  Berührungspunkte  die  Tangente  des  Sj-eises  enthalt  und 
die  Rotationsachse  in  einem  festen  Punkte  schneidet,  für  welchen 

t  =  e  —px  —  qy=-z  —  C^{x^+  y^) 
ist. 

880.  Sin  weiteres  BeispieL    Mcm  scU  die  partidU  Diffe- 
rmticdgleichung 
(1)  e^px  +  qy  +  f{x,  y) 

integrieren,  wobei  f(x,  y)  eine  gegebene  FtmkHon  bezeichnet. 

Das  System  der  gewohnlichen  Gleichungen,  welches  man 
hier  zu  bilden  hat,  ist 

dx dy^ de 

oder 

^2^  *  ^^dÄ^      de        z    .   fix,  y)^Q 

^  ^  y  X         dx       X  X 

Aus  der  ersten  folgt  ly  =^lx  +  const.,  oder 

(3)  y^Cx. 
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Trägt  man  diesen  Wert  von  y  in  die  zweite  Gleichung 

ein;  so  folgt: 

d^__  z       f{x,  Cx)  ^  Q 
dx       X  X 

Diese  Gleichung  ist  eine  lineare^  und  ihr  Integral  wird: 

X 

(4)  g^C'x-xß^dx, 

Xo 

wenn  C  eine  nene  Eonstante  und  Xq  irgend  einen  Anfangs- 
wert Yon  X  bezeichnet.  Nun  mnfs  man  die  beiden  Integrale 
(3)  und  (4)  nach  den  Eonstanten  C  und  C  auflösen  und 
zwischen  diesen  Werten  eine  willkürliche  Relation  einfuhren. 
Zu  dem  Zwecke  ersetzen  wir  die  Variabele  x  unter  dem 
Integrale  durch  ein  anderes  Zeichen  |;  es  wird  ako: 


.^C'x-xff^d%, 


oder,  indem   man  fQr  C  seinen  Wert  aus  der  öleichnng  (3) 
sabBÜtoiert: 

Au  yJ) 

(5)  g^c'x-xl  -^^äl 

Xo 

Sonach  sind  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (5)  die  Werte 
Yon  C  und  C"  zu  entnehmen  und  in  die  Gleichui^ 

(6)  C'=9,(C) 

einzusetzen,    wobei    (p    eine    willkürliche    Funktion    bedeutet. 
Man  erhält  folglich: 

(7)  .  =  ^,pg  -a,/    VWdI. 


Dies  ist  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung (1).  Nehmen  wir  an,  dafs  die  Funktion  f{x,  y)  gleich 
ist: 
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wobei  a  eine  gegebene  Konstante  bezeichnet;  dann  lautet  die 
Differentialgleichung: 

axy 


z==px  +  qy  + 


Va»-f-a;*j/«'  +  y' 


nnd  nach  der  Formel  (7)  ist  ihr  allgemeines  Integral,  indem 
man  Xq==0  wählt: 

X 

0 

oder,  wenn  man  o;  >  0  annimmt,  nnd  unter  dem  Integrale 

%  =  aXj    d%  =  xda 

setzt:  ^ 

0 

§  3.    Totale  Differentialgleichungen  mit  zwei 
unabhängigen  Yariabelen. 

881,  IntegrabilitfttBbedingung.  Bevor  wir  die  Unter- 
snchung  der  partiellen  Differentialgleichungen  fortsetzen,  müssen 
wir  von  den  totalen  Differentialgleichungen  handeln.  Wir  be- 
schranken uns  dabei  auf  den  Fall  dreier  Yariabelen  Xj  y^  Zy 
von  denen  die  eine  als  Funktion  der  beiden  anderen  angesehen 
wird;   die  Gleichung,   welche  wir  zu  untersuchen  haben,   ist: 

(1)  Tdx  +  Qdy  +  'Rdz  =  0, 

P,  ^,  iJ  sind  gegebene  Funktionen  von  a:,  y,  z.  Es  handelt 
sich  nun  darum,  festzustellen,  ob  eine  Funktion  e  von  x  und  y 
existiert,  welche  die  Gleichung  (1)  befriedigt,  und  diese  Funk- 
tion, falls  sie  existiert,  zu  bestimmen.     Eine  Funktion 

genügt  der  Differentialgleichung  dann,  wenn  ihr  totales  Diffe- 
rential ^.  ^. 

dz^^dx  +  j^dy 
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bei  jedem  Werte  der  unabhängigen  Yariabelen  identisch   ist 
mit  dem  totalen  Differentiale 

de  =  —  ^dx-'^dy. 

Dies  erfordert  also^  dals  unter  der  Bedingung 

^  =  Aa?7  y) 

die  Gl^chungen  bestehen: 

^f^_P        ^f 1 

Bezeichnet  man  die  partiellen  Ableitungen  der  gesuchten 
Funktion  0  mit  p  und  q,  so  kann  man  diese  Gleichungen  auch 
schreiben: 
(2)  P  +  Bp  =  0,     Q  +  Bq=^0. 

Also  müssen  wir  durch  die  nämliche  Funktion  is  zwei 
partielle  Differentialgleichungen  zugleich  befriedigen^  und  dieses 
ist  nicht  anders  möglich^  als  wenn  zwischen  den  beiden  Glei- 
chungen eine  Beziehung  besteht.  In  der  That,  differentiiert 
man  die  erste  der  Gleichungen  (2)  nach  y,  die  andere  nach  x, 
so  folgt: 

Subtrahiert  man  diese  Gleichungen  voneinander  und  be- 
achtet, dafs  o         o 

dy      F« 
ist,  so  folgt: 

oder,    indem    man  p    und  q    vermittelst    der   Gleichung    (2) 
eliminiert: 

<»)    <^-ll)+-p(lf-g)  +  e^-ID-o- 

Diese  Gleichung  mofs  Termittelst  der  Funktion 
f(x,  y,  e)  =  0 
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befriedigt  sein^  IeJIb  diese  Funktion  ein  Integral  der  totalen 
Differentialgleichnng  (1)  sein  solL  Verlangen  wir  aber  weiter, 
dals  die  Differentialgleiclinng  (1)  ein  FlachensTstem  als  Integral 
besitzt,  welches  wir  in  der  Form 

fixy  y,  0)  «=  const 

annehmen  können,  so  mnÜB  die  Gleichung  (3)  bei  allen  Werten 
Yon  X,  y  nnd  e  gelten,  d.  h.  sie  muls  identisch  erf&llt  sein. 
Diese  Bedingung  zwischen  den  Funktionen  P,  Q,  It  ist  eine 
fiotiffcndigef  damit  die  Gleichung  (1)  tntegräbd  ist  Wir  können 
aber  femer  beweisen,  dals  sie  auch  hinreichmd  ist;  dies  woUen 
wir  nun  thun^  indem  wir  direkt  auf  die  Bestimmung  der 
Losungen  eingehen,  welche  die  Gleichung  (1)  zulassen  kann. 

882.  Xzistens  yon  Lotungen«  Wir  nehmen  an,  die 
Int^rabilil&tsbedingung  (3)  sei  identisch  fBr  unabhängige 
Yariabele  x,  y,  0  erfOllt  Wir  beweisen  die  Existenz  eines 
Flachensystemes  /*»  const,  welches  (1)  erf&llt  Wir  bezeichnen 
mit  ft  einen  Faktor,  mittelst  dessen  der  Ausdruck 

Qdy  +  Bd0 
ein   exaktes   Differential  einer  Funktion  u  der  Yariabelen  y 
und  0  wird;  dieser  Faktor  (i  und  die  Funktion  u  werden  im 
allgemeinen  noch  von  der  Gröiise  x  abhängen,  welche  zunächst 
als  ein  Parameter  betrachtet  wird.    Wir  setzen  also: 

(4)  .    ^«  =  fj,      ^iJ  =  |f, 

und  schreiben  femer: 

X  bezeichnet  dabei  eine  bestimmte  Funktion  von  x,  y,  0, 
die  jedoch  an  u  und  ji  durch  eine  Bedingung  gebunden  ist, 
welche  man  atus  (3)  erhält,  wenn  man  aus  (4)  und  (5)  die 
Werte  yon  P,  Q  und  22  in  (3)  einträgt.  Man  erhält  dann^ 
wenn  v  den  reziproken  Wert  von  ft  bedeutet: 

(4a)         P^V'^  +  vX,     Q-V'^,     R^V'^' 

Wäre  hier  X  identisch  null,  so  würde  (1)  durch  die 
ganze  Flächenschar  t(  =  const  erfüllt  und  (3)   gälte  identisch 
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in  Xy  y,  g,  Hieraas  folgt  aber,  dals  beim  Einsetzen  der 
Werte  von  P,  Qy  B  ans  (4  a)  in  (3)  alle  die  Glieder  sich  auf» 
heben  müssen,  welche  X  gar  nicht  enthalten.  Lälst  man  also 
diese  bei  der  Bechnnng  gleich  fort,  so  redoidert  sich  die  Be« 
dingong  für  X  auf: 

(6.)      s.?^+.z.(|S-D-«.2^-o. 

Wäre  nun  X  eine  Konstante,  so  würden  iiach  (4a)  f/tP, 
/iQ  und  fijR  die  partiellen  Ableitungen  von 

u  +  xX 

nach  X,  y  und  g  sein.    Dann  wäre  (1)  durch  die  Flächenschar 

u  +  xX  =  const. 

erfüllt,  und  (3),  also  auch  (5  a)  gälte  identisch  in  Xy  y,  ff.  Wir 
schliefsen  hieraus,  dafs  in  (6a)  alle  die  Glieder  sich  aufheben 
müssen,  die  zwar  2  selbst,  aber  nicht  seine  partiellen  Ab- 
leitungen enthalten.    Es  reduziert  sich  daher  (5a)  auf:    . 


'(^tI-«^-». 


wie  man  auch  unmittelbar  durch  direkte  Ausrechnung  be* 
stätigt.  Setzt  man  hier  für  Q  und  jR  ihre  Werte  aus  (4)  ein^ 
so  folgt  identisch  in  o;,  ^,  ^: 


dy  dz        de  dy 

Es  wird  also  (Nr.  724)  X  eine  Funktion  von  x  und  u  allein^ 
wenn  man  statt  z  die  Yariabele  t«  einführt.  Die  Gleichung  (1)^ 
multipliziert  mit  (i,  wird  nun: 

oder: 

(6)  du  +  Xdx  =  0. 

Da  u  eine  Funktion  yon  x,  y,  m  ist,  so  kann  man  g  als 
Funktion  yon  x,  y,  u  betrachten,  und  also  wird  auch  X  eine 
Funktion  der  nämlichen  Yariabelen.  Dann  hängt  aber,  wie  eben 
bewiesen,  X  nicht  mehr  von  y  ab.    Es  reduziert  sich  also  (1) 


Die  partiellen  und  totalen  Differentialgleiclinngen  erster  Ordnung. 

auf  eine  gewölmliche  Differential^eichiuig  (6)  zwischen  x 
und  u  allein,  welche  immer  ein  yollstandiges  Integral  der  Form 

f(x,  u)  =  const. 

besitzt*  Führt  man  fcir  u  wieder  seinen  Ansdmck  in  x,  y,  0 
ein,  so  möge  werden: 

f(x,  u)-=f(x,  y,  0). 

AlflilftTiTi  geht  (6)  wieder  in  (1)  über;  die  Gleichung  wird  also 
durch  eine  Flachenschar 

f{Xy  y,  e)  =■  const. 

erfallt.     Wir  sehen  also: 

Der  DifferenticUgleichimg  (1)  mrd  dann  und  nur  dann 
durch  eine  Flächemdiar  f  =^  const.  genügt j  wenn  die  IntegräbiUtätS'^ 
ledingung  (6)  identisch  erfSUt  ist. 

Hierans  folgt  unmittelbar: 

Ist  (6)  identisch  erfüllt,  so  existiert  immer  ein  Faktor  X, 
so  dafs  ^^p^^  ^  ^^y  ^  jj^^^  ^^jj 

ein  vcUständiges  Differential  mrd. 

Man  erkennt  endlich,  daJs  die  vorstehenden  Betrachtungen 
gleichzeitig  eine  Integrationsmethode  f&r  die  totale  Differential- 
gleichung (1)  liefern,  wenn  (3)  identisch  erfallt  ist. 

888,   Gteometrisolie  Deutong.     Die  Differentialgleichung 

Pdx  +  Qdy  +  Bdz  =*  0 

ist  von  Herrn  Vofs  geometrisch  interpretiert  worden.  Durch 
dieselbe  wird  jedem  Punkt  des  Raumes  ein  Strahlbüschel  von 
Fortschreitungsrichtungen  zugeordnet,  welche  in  einer  durch 
den  Punkt  gehenden  Ebene 

gelegen  sind;  sonach  erhält  man  ein  Punkt- Ebenensystem  all* 
gemeinster  Art,  das  im  besonderen  den  Charakter  der  Zuordnung 
annehmen  kann,  welche  durch  ein  Flachensystem  zwischen  den 
Punkten  der  Flächen  und  ihren  Tangentenebenen  erzeugt  wird. 
Hier  soll  nur  kurz  angegeben  werden,  in  welcher  Weise  sich 
der  Inhalt  der  Integrabilitätsbedingung  ausdrücken  läfst.     Geht 

21* 
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man  von  einem  Punkte  (jic,  y,  e)  in  einer  bestimmten,  der 
zugeordneten  Ebene  angehörigen  Bichtnng  d^Xy  diff,  d^e  fort, 
so  entspricht  diesem  neuen  Punkte  die  Ebene 

und  es  ist  Td^x+Qd^y  +  Bd,e^O. 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  längs  einer  Bichtniig; 
welche  durch  die  Gleichungen 

d^x:d^yid^e=^(Jid^B-Bd^Qy.{Bd^P-Pd^By.{Td^Q^Qd^P) 

bestimmt  ist,  vermöge  deren  zwischen  den  beiden  Richtungen  d^ 
und  d^  eine  projektive  Beziehung  stattfindet^  deren  Doppel- 
elemente durch  die  Gleichungen 

Qdx^QdB-BdQ, 

Qdy^BdP-PdB, 

Qd0=^PdQ-QdP 

oder  durch  die  quadratische  Gleichung  f£Lr  (»: 

))e8timmt  sind,  in  welcher 

P  Q  B  0 

wenn  zur  Abkürzung 

^  =  P,U.B.W. 

gesetzt  wird. 

Die  projektive  Beziehung  ist  im  allgemeinen  keine  iwodu- 
torische\  sie  wird  dieses  nur  dann,  wenn  in  der  quadratisdien 
Gleichung  G=^0  ist;  dann  ordnen  sich  die  benachbarten 
Ebenen  genau  so,  wie  die  einem  Flachenpunkte  benachbarten 
Tangentialebenen,  d.  h.  je  zwei  Richtungen  d^  und  d^  sind 
einander  wechselseitig  konjugiert,  und  die  beiden  sich  selbst 
entq)rechenden  Richtungen  sind  die  der  Haupttangenten  (Nr.  314). 


JI  = 
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Ist  die  Gleidinng  O  —  O  identisch  erf&Ut,  so  grappieren  sich 
die  Flachenelemente  zu  einfach  nnendlich  vielen  Ilachen  eines 
Systemes^  dem  Integrale  der  Differentialgleichung. 

8d4.  SpesialfiAll,  dafii  P,  Q,  B  homogen  und  Ton  glelohem 
Grade  sind.  —  Wir  nehmen  an,  dab  die  Integrabiliiats- 
bedingong  erfQllt  ist,  nnd  setzen: 

P=.P'0^,     Q^Q'sr,    U  =  UV, 

P',  Q'y  R'  sind  Funktionen  von  af  nnd  y^.  Die  vorgelegte 
Differentialgleichnng,  dividiert  durch  if^r^^,  wird  dann: 

^^'  dg  ,     P'da^  +  Q'd^    _^ 

.  Das  zweite  Glied  in  dieser  Gleidrang  hängt  nor  Ton  den 
Yariabelen  x'  und  y'  ab  nnd  mnfs,  auf  Grund  der  Bedingunga- 
gleichnng,  ein  exaktes  Differential  sein. 

Als  Beispiel  behandeln  wir  die  Gleichung: 

(y*  +  y»  +  is^dx  +(a^+xe  +  e^dy  ■\-(a?  +  xy  +  f)de  =  0. 

Hier  ist: 

und  die  g^bene  Gleichung  bekommt  die  Form: 


dz 

e 


+         {afi^  +  a/  +  f/){af  +  y'  +  l)        -"' 


^     Nun  wird  durch  Zerlegung  in  Pütialbrüche: 

y'+iZ+i       .       y+i 1     . 

{af^+af+i^){af  +  i^  +  l)-a/i/  +  af+i^      as'  +  y'  +  l' 
af^-haf  A-l  fic^  +  1  1 

so  dafs  nnsere  Gleichung  in  der  Form  darstellbar  ist: 
dz   .  d(af,^+x>+^      d(!cf+t/  +  l)  __  n 
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Jedes  dieser  Glieder  ist  ein  exaktes  Düfferential;  die  Inte- 
gration ergiebt,  wenn  man  mit  a  eine  willkürliche  Eonstante 
bezeiclmet: 

also: 

^-a^y  +  ^'  +  y' 

oder,  wenn  man  — >  —  an  Stelle  von  a?'  und  tf  einführt: 

z    z 

xy  +  x0  +  zy  =  cc(x  +  y  +  z). 

§  4.   Integration  der  partiellen  Blfferentialglelcliimg 
erster  Ordnung  mit  zwei  unalbhibigigen  Yarialbelen. 

885.  Allgemeine  Definitionen.  Wir  schicken  zmiachst 
einige  Definitionen  voraus,  die  wir,  um  Wiederholungen  zu 
vermeiden,  gleich  für  n  unabhängige  Yemnderliche  aus- 
sprechen. Angewandt  werden  sie  in  diesem  Paragraphen  aber 
nur  auf  den  Fall  n  =  2. 

Die  Variabele  x  werde  daher  als  Funktion  der  n  Variabelen 
x^fX^.,,Xn  betrachtet  und 

dx  =  p^dx^  + p^d(C^-\ VPndXn 

gesetzt.     Jede  Gleichung  von  der  Form 

F{X,  X^y  X^y  '"XnyP^yP^y  •  •  •  jP„)  =  0 

ist  alsdann  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 
Wenn  man  x  als  Funktion  von  x^yX^y  ..,Xn  so  bestimmt  hat, 
dafs  diese  Funktion  der  vorgelegten  Gleichung  genügt  und 
sich  auf  eine  willkürliche  Funktion  |  von  x^yX^y...  Xn^i 
reduziert,  wenn  man  der  einen  Variabelen  Xn  einen  bestimmten, 
willkürlich  gewählten  Wert  |n  beilegt,  so  heilst  die  Gleichung, 
welche  diesen  Wert  von  x  definiert,  das  allgemeine  Integral 
der  vorgelegten  Differentialgleichung. 

Die  vorgelegte  Gleichung,  sowie  diejenigen,  welche  man 
aus  derselben  durch  successive  Differentiationen  ableitet,  be- 
stimmen die  Werte  von  x  und  seiner  Ableitungen  verschiedener 
Ordnung  in  Bezug  auf  x»  als  Funktionen  von  XyXiyOC^y ...  Xn 
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und  der  Ableitungen  TÖn  x  in  Bezug  anf  x^,  x^, ,..  Xn--v 
Hieraus  erkennt  man  leicht,  dal£  das  allgemeine  Integral, 
wenn  es  existiert,  audi  ein  eindeutig  bestimmtes  ist. 

Lagrange  hat  ab  vollständiges  Integral  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  n  unabhängigen 
Variabelen  jede  Funktion  der  n  Yariabelen  bezeichnet,  welche 
der  Differentialgleichung  genfigt  und  n  willkürliche  Konstanten 
enthält.     Es  sei 

(1)  F(x,  a?i,  x^,...  x„,Pi,Pi, . . .pn)  =  0 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  den  n 
unabhängigen  Yariabelen  x^^fX^f.Xn,  und 

(2)  fix,x^,x^,...Xn,  ai,as,...an)=«0 

ein  yollständiges  Integral  derselben.  Differentiiert  man  diese 
Gleichung  successive  nach  jeder  der  unabhängigen  Yariabelen, 
so  wird: 

Die  Gleichung  (1)  muls  identisch,  d.  h.  bei  allen  Werten 
von  Xi,x^,  ...Xn  und  ai,a^,  ...an  erfüllt  sein,  wenn  man  in 
derselben  x  und  Pi,P2f  '*-Pn  durch  ihre  Werte  ersetzt,  welche 
aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  herrorgehen;  ako  muls  man 
die  Gleichung  (1)  reproduzieren,  wenn  man  die  n  willkür- 
lichen Eonstanten  Oj,  o^, . . .  a»  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3) 
eliminiert. 

Da  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  eine  will- 
kürliche Funktion  von  n  —  1  Yariabelen  enthält,  so  ist  evident, 
dals  man  aus  derselben  unendlich  viele  vollständige  Integrale 
ableiten  kann.  Aber  besonders  bemerkenswert  ist,  dafs  man 
aus  einem  vollständigen  Integrale  eine  Lösung  ableiten  kann, 
welche  eine  willkürliche  Funktion  von  w  —  1  Yariabelen  ent- 
hält und  im  allgemeinen  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zu- 
sammenfallt. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  betrachten  wir  die 
willkürliche  Konstante  a«  der  Gleichung  (2)  als  eine  will* 
kürliche  Funktion  y (a^,  a^, ...  an-i)  der  n  —  1  übrigen  Kon- 
stanten.   Die  Gleichung  (2),  welche  die  Gleichung  (1)  befriedigt 
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tintetr  der  Annahme^  daCs  die  willkürliclien  GfolSsen  konstant 
sind^  verliert  diese  Eigenschaft  nichts  auch  wenn  man  dieselben 
als  variabel  betrachtet,  falls  nnr  die  Gleichnngeii  (3)  dabei 
bestehen  bleiben. 

Wir  bilden  das  totale  Differential  der  Gleichung  (2),  in- 
dem wir  die  willkürlichen  Grölsen  als  variabel  ansehen  und 
dabei  annehmen,  daJs  a^  dnrch  seinen  Wert 

(4)  a„  =  9(ai,a„...an-i) 

ersetzt  ist;  schreiben  wir  dabei  anch 

PidXi  +  p^dx^"^ hPndXn 

an  Stelle  von  dx,  so  wird 

Es  ist  evident,  dafs  man  hieraus  die  Gleichungen  (3)  ge- 
winnt, wenn  die  willkürlichen  Gröfeen  a^,  o^, . . .  a«— i  durch 
die  Gle^ichungen 

definiert  werden. 

Könnte  man  die  Grölsen  a^,  o^, . . .  a^^i  zwischen  den 
Gleichungen  (2),  (4),  (6)  eliminieren,  so  erhielte  man  eine 
Gleichung,  welche  eine  willkürliche  Funktion  von  n  —  1 
GroJGsen  enthält  und  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
genügt.  Diese  Elimination  aber  ist  allgemein  nicht  möglich 
wegen  der  willkürlichen  Funktion  9,  die  in  die  Gleichung  (2) 
eingeht  und  deren  partielle  Ableitungen  in  den  Gleichungen  (5) 
auftreten;  man  muTs  also  das  System  der  Gleichungen  (2) 
und  (5)  zusammen  mit  der  Gleichung  (4)  beibehalten;  dasselbe 
definiert  in  ausreichender  Weise  das  allgemeine  Integral 

Man  erkennt  demnach,  dafs  jede  partielle  Differential« 
gleichung  umgekehrt  aus  der  Elimination  einer  willkürlichen 
Funktion  resultiert  gemäls  der  in  Nr.  88  ff.  entwickelten 
Methode.  Dies  setzt  indessen  voraus,  dals  die  Existenz  des 
allgemeinen  Integrales  bewiesen  ist. 
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886.  Idnettre  QleiohüllgeiL  Die'  Torsteh^ndeü.  Bemer- 
kungen beziehen  sich  auf  alle  partiellen  DijSerentialgleicliangen 
erster  Ordnnng.  Wir  haben  aber  in  Nr.  825  gesehen,  dals  bei 
den  linearen  Gleichungen  sich  das  allgemeine  Integral  in 
einer  besonderen  Form  darstellen  läGst,  die  nnr  f&r  diese  Art 
Yon  Gleichungen  Geltang  hat  Dieses  Integral  mnJb  also  mit 
demjenigen  übereinstimmen,  welches  man  ans  einem  yoll- 
sländigen  Integrale  ableitet.  Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiel 
nachweisen. 

Wir  betrachten  die  Gleichung 

welche  in  Bezng  auf  die  Ableitungen  linear  isi;  0  ist  eine 
unbekannte  Funktion  der  Yariabelen  x  und  y,  und  wir  setzen 
wie  gewöhnlich: 

d0=pdx  +  qdy. 

Der  Yorliegenden  Gleichung  wird  nun  genügt,  indem  man 

is=zax  +  hy 

annimmt,  wobei  a  und  h  Eonstanten  sind,  denn  hieraus  folgt 

Diese  Gleichung  ist  ako  ein  yoUstandiges  Integral  Um  das 
allgemeine  zu  erhalten,  hat  man  nach  der  Methode  der  Nr.  835 
h  durch  eine  willkürliche  Funktion  q){a)  von  a  zu  ersetzen 
und  alsdann  a  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

z=>ax  +  yq>(a),    0  =  x  +  yq)'(a) 

zu  eliminieren,  von  denen  die  zweite  aus  der  Differentiation 
der  ersten  nach  a  hervorgeht.    Nach  der  zweiten  Gleichung  ist 

also  sind  a  und  q>(a)  Funktionen  von  —f  und  die  erste  Glei- 
chung lehrt,  dals 


5-*(f) 


ist.  Die  Funktion  ^'bleibt  dabei  noch  willkürlich,  und  sonach 
erhalten  wir  auf  diesem  Wege  dasselbe  Integral  wie  in 
Nr.  827. 
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887.  Umformimg  des  Integrationsproblexnes.  Das  Problem 
der  Integration  partieller  DifFerentialgleiclicingen  ist  gegen- 
wärtig YollsISiLdig  gelöst  bei  den  Gleiclmngen  erster  Ordnung^ 
d.  h.  die  Integration  solch  einer  Gleiclmng  kann^  wie  grolüs 
ancb  die  Zaihl  der  unabhängigen  Yariabelen  ist;  immer  auf 
die  Integration  eines  simnltanen  Systemes  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichnngen  zurückgeführt  werden,  unter  den 
Methoden,  welche  dazu  dienen,  mufs  man  vor  allem  die  Ton 
Jacobi  und  die  von  Gauchy  unterscheiden.  Die  letztere 
werde  ich  hier  zu  Grunde  legen  und  zugleich  einige  Ent- 
Wickelungen  mitteilen,  die  auf  eine  Schwierigkeit  Bezug 
nehmen,  welche  dieser  Methode  anhaftet;  dieselbe  habe  ich 
bereits  an  einem  anderen  Orte  veröffentlicht. 

Wir    betrachten    zuerst    den    Fall   zweier    unabhängigen 
Variabelen.    Es  sei 
(1)  i^(^,»,^,Ä2)  =  0 

die  vorgelegte  Gleichung,  in  welcher  z  eine  unbekannte 
Funktion  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  x,  y  und  p  und  q 
bezüglich  die  partiellen  Ableitungen  ^-^  ^  bezeichnen. 

Die  Aufgabe  ist,  einen  Wert  z  zu  finden,  welcher  der 
Gleichung  (1)  genügt  bei  allen  Werten  von  x  und  y,  und 
welcher  sich  für  einen  gegebenen  Wert  Xq  von  x  auf  eine 
willkürlich  gegebene  Funktion  f{y)  von  y  reduziert.  Es  müssen 
also  gleichzeitig  die  Gleichungen  gelten: 

x  =  x„     z  =  m,     2  =  ^  =  /-'(y); 

durch  diese  Bedingungen  ist  die  Aufgabe  vollkommen  be- 
stimmt. 

Wir  führen,  mit  Cauchy,  eine  unbestimmte  Funktion  y^ 
von  X  und  y  ein;  alsdann  kann  man  y  als  eine  Funktion  v6n 
X  und  y^  ansehen,  und  also  sind  auch  iSj  p,  q  Funktionen  der 
nämlichen  beiden  Yariabelen.    Es  ist: 
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und  wenn  man  diese  Werte  yon  d0  und  dy  in  die  Gleichung^ 
welche  p  und  q  definiert, 

dz=^pdx  +  qdy, 
überhat,  so  folgt: 

Da  diese  Relation  bei  allen  Werten  Ton  dx  und  dy^  gilt^ 
so  wird 

(2)  U-P  +  'U- 

Differentiiert  man  die  Gleichung  (2)  nach  y^  und  die  Glei- 
chung (3)  nach  Xy  so  folgt  aus  der  Subtraktion  derselben: 

^  ^  ^y©       dx^      dy^  Fä' 

Dies  fesigestellt,  bezeichnen  wir  mit 

dF=  Xdx  +  Tdy  +  Zda  +  Pdp  +  Qdq 

das  totale  Differential  der  linken  Seite  in  der  Gleichung  (1). 
Differentiiert  man  die  Gleichung  (1)  nach  y^^  so  folgt: 

^  ^  ^Vo       Wo        ^Vü     ^^yo 

In  diese  Gleichung  tragen  wir  die  Werte  von  g —  und 
-J^  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  ein,  so  wird: 

(«)      (^+^ä+-p|SÄ+(e-p|l)g-»- 

Die  Funktion  von  x  und  y^  aber,  durch  welche  y  aus- 
gedrückt wird,  ist  bisher  noch  unbestimmt,  wir  verfügen  über 
dieselbe  so,  dafs 

wird,  und  legen  ihr  überdies  die  Bedingung  auf,  daXs  sie  sich 
für  x^=^x^  auf  y^  reduziert.  Also  bestehen  gleichzeitig  die 
Relationen 
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wenn  man  zur  Abkürzimg 

setzt  mid  p^  durch  die  Gleidimig 
bestimmt    .  F(x,,  y,,  0,,  p,,  q,)^0 

Die  Gleichmig  (7)  reduziert  nun  die  Gleichung  (6)  auf: 

(8)  r+Z2  +  p|i  =  o, 

80  dab  die  vorgelegte  Aufgabe  darauf  zurückgeführt  ist;  vier 
Funktionen  y,  0,  p,  q  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  x 
und  Pq  zu  finden,  welche  allgemein  den  fOnf  Gleichungen  (1), 
(2),  (3),  (7),  (8)  genügen,  und  die  sich  für  a?  =  rr^  bezüglich 
mf  y^f  0Q^  PQy  q^  reduzieren.  Wir  erwähnen  dahei  nicht  die 
Gleichung  (4),  weil  sie,  wie  wir  gesehen  haben,  aus  den  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  hervorgeht. 

888.  Ein  HUüMats.  Die  Gleichungen  (1),  (2),  (7),  (8) 
genügen,  wie  wir  zeigen  werden,  zur  Bestimmung  der  Un- 
bekannten y,  0,  p,  q]  die  Gleichung  (3)  ist  also  überflüssig 
und  mufs  von  selbst  dann  erfüllt  sein.  Diesen  wichtigen  Satz 
hat  Gauchy  folgendermalsen  bewiesen. 

Wir  nehmen  an,  dab  aus  den  Gleichungen  (1),  (2), 
(7),  (8)  für  y,  0,  p,  q  bestimmte  Werte  gewonnen  sind, 
Funktionen  von  x  und  y^,  welche  sich  für  ör^  0^0  bezüglich 
auf  ^0,  0Q,  Pq,  q^  reduzieren.  Die  beiden .  Seiten  der  Glei- 
chung (3)  sind  dann  ebenfalls  bestimmte  Funktionen  von  x 
und  ^0,  und  indem  wir  mit  T  ihre  Differenz  bezeichnen,  ist 

(9)  ^^q^  +  T. 

Differentiiert  man  dieselbe  nach  x  und  subtrahiert  davon 
die  Gleichung  (2),  nachdem  sie  zuvor  nach  y^  differentiiert  isi^ 
so  hat  man  an  Stelle  der  Gleichung  (4): 

Trägt  man  nun  in  die  Gleichung  (6)  die  Werte  von  -^ 
und  ^  aus  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  ein,  so  wird 

(11)  (r+  zs  +  P^)g+(e_p||)g+p||+ZT_o, 
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Qjid  dies  reduziert  sich  auf; 

Da  die  Ghrofse  —  p  als  Funktion  von  x  und  y^  dargestellt 
ist;  so  wird;  wenn  das  Integral 


-S\ 


pdx 
einen  endlichen  und  bestimmten  Wert  hat;  hiernach: 

(12)  l§^ Jpx,    T^T.e'o       , 

wobei  Tq  den  Wert  bezeichnet;  welchen  T  &oc  x^^x^  erhalt. 
Da  aber  die  Annahme  x^Xq  die  Ghröise  g-^  auf  q^  und  g-^ 
auf  1  reduziert;  so  lehrt  die.  Gleichung  (9);  dals 

ist;  und  folglich  ist  nach  Gleichung  (12)  allgemein: 

Wir  werden  später  den  besonderen  Fall  behandeln;   wo 
das  Integral 


/: 


pdx 


keinen  endlichen  und  bestimmten  Wert  hat. 

889.  Ldsimg  des  Integrationsproblemes.  Auf  Grund 
der  letzten  Untersuchung  haben  wir  nur  die  Gleichungen  (1); 
(2),  (7)  und  (8)  zu  betrachten.  Die  Gleichung  (1)  läXst  sich 
nun  auch  durch  ihre  Ableitung  nach  x  ersetzen;  denn  diese 
abgeleitete  Gleichung  ist  nicht  allgemeiner  als  die  ursprüng- 
liche, weil  die  Werte  von  y,  e,  p,  q  sich  auf  y^,  0q,  Pq,  qQ 
reduzieren  sollen  fOr  x  =  Xq.    Dieselbe  wird: 
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und  indem  man  -J-^  Q  und  T  durch  ihre  Werte  aus  den 
Gleichungen  (2),  (7)  und  (8)  ersetzt,  erhalt  man 

(13)  X+Zp  +  P^£^0. 

Das  Problem,  welches  wir  zu  lösen  haben,  besteht  also 
jetzt  darin,  vermittelst  vier  der  Gleichungen  (1),  (2),  (7), 
(8),  (13)  die  Werte  von  y,  0,  pj  q  als  Punktionen  von  x  und  p^ 
zu  bestimmen,  die  sich  fiir  o;  =  o^q  auf  Pq,  Zqj  p^,  q^  reduzieren« 

Die  Gleichungen  (2),  (7),  (8),  (13)  bilden  thatsachlich  ein 
System  von  vier  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen; 
da  aber  diese  Gleichungen  die  unabl^ngige  Yariabele  y^  nicht 
enthalten,  so  lassen  sie  sich  wie  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen behandeln;  sie  sind  in  der  einen  Formel  enthalten: 
fiA\  ^      dy  _       dz  —dp  —dg 

und  eine  derselben  kann,  wie  wir  nochmals  wiederholen,  durch 
die  Gleichung  (1)  ersetzt  werden. 

Ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  eiue  lineare  Funktion 
in  Bezug  auf  die  Ableitungen  p  und  q,  so  hat  F  die  Form 

Pp+Qq-B, 

wobei  P,  Q,  B  Funktionen  von  x,  y,  0  sind.    In  diesem  Falle 

lassen  die  beiden  ersten  der  in  der  Formel  (14)  enthaltenen 

Gleichungen,  nämlich: 

dx dy dz 

'p'^'Wb' 

far  sich  allein  bereits  die  Werte  von  y  und  is  als  Funktionen 
von  X  und  y^  bestimmen.  Sonach  kommt  man  für  lineare 
Gleichungen  auf  die  Regel  der  Nr.  821  zurück. 

840.  BiskuBsion  des  Besnltates.  Nehmen  wir  allgemein 
an,  dafs  man  aus  den  Gleichungen  (14)  die  Werte  von  y,  is,p,  q 
bestimmt  hat,   welche  sich  für  x^x^  auf  y^,  z^,  p^,  q^  redu- 


(15) 


«=/'8(«>yoi«o>3'o)> 
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diese  Werte;  wir  sclireiben  die  Ghrölse  p^  nicht  in  diesen  Glei- 
clmngen^  weil  man  immer  annehmen  kann,  dals  man  ihren 
Wert  ans  der  Oleichnng 

berechnet  nnd  substituiert  hat;  dagegen  ist  Xq  ein  bestimmter 
numerischer  Wert;  der  nicht  weiter  in  Betracht  kommt. 

Die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (15)  geben  die  Lösung 
des  gestellten  Problemes,  wenn  man  0^  durch  f(jff^,  Jo  durch 
/"'(yo)  ei^etet  Erteilt  man  der  Funktion  f(y^  eine  bestimmte 
Form,  und  kann  man  alsdaTin  y^  zwischen  den  beiden  ge* 
nannten  Gleichungen  eliminieren;  so  hat  man  den  Ausdruck 
der  unbekannten  Funktion  0  in.  x  und  y.  Wenn  aber  die 
Fimktion  f{y^  oder  jff^  unbestimmt  bleibt,  so  wird  die  Elimination 
Yon  y^  unmöglich,  auiser  wenn  die  Werte  yon  y  und  0  beide 
unabhängig  von  g^  sind.  Im  letzteren  Falle  ist,  wenn  man  die 
beiden  ersten  Gleichungen  (15)  nach  y^  und  0^  auflöst: 

und  die  Lösung  des  Problemes  wird  durch  die  Gleichung 

gegeben;  hieraus  kann  man  schliefsen;  daÜs  alsdann  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  notwendig  in  Bezug  auf  die  Ab- 
leitungen p  und  q  linear  sein  muis  (Nr.  88). 

Sieht  man  yon  dem  Falle  der  linearen  Gleichung  ab;  so 
kann  keiner  der  Ausdrücke  fiir  y  und  0  unabhängig  von  q^ 
sein.  Denn  trägt  man  in  die  Gleichung  (3)  die  Werte  yon 
y,  0,  q  eiu;  welche  aus  den  Gleichungen  (15)  gewonnen 
werden;  so  erhält  man: 

Diese  Gleichung  muTs  eine  Identität  seiu;  und  folglich 
müssen  sich  die  mit  -^  multiplizierten  Terme  gegenseitig  auf- 
heben.    Also  mufs  identisch: 
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sein.  Da  ntm  der  Faktor  fA^=^Q  nicht  im  allgemeinen  null  sein 
kann^  so  folgt^  dafis,  w»m  eine  der  Ghröfsen  J^y  -J^  identisch 
null  ist;  auch  die  andere  identisch  verschwindet;  fol^ch  ent- 
halten die  Funktionen  f^  nnd  /,  entweder  beide  die  Ghrolse  q^ 
oder  sie  sind  beide  Yon  q^  unabhängig;  dieser  letztere  Fall 
tritt  aber^  wie  wir  eben  sahen,  nur  bei  den  linearen  Glei- 
chungen ein. 

Wenn  man  nun  q^  zwischen  den  beiden  ersten  Glei- 
chungen (15)  eliminiert;  so  erhalt  man  eine  Gleichimg,  welche 
an  Stelle  der  zweiten  treten  kann  und  die  wir  mit 

(16)  V(x,y,0,yo,0;)^O    oder     7=0 

bezeichnen  wollen.  Bildet  man  das  totale  Differential  derselben, 
und  ersetzt  man  dabei  d0Q  durch  q^dy^,  dz  durch 

pdx  +  qdy, 
so  folgt: 

Aber  die  erste  der  Gleichungen  (15)  ergiebtr 

wird  dieser  Wert  yon  dy  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein- 
getragen, so  bleiben  nur  die  beiden  unabhängigen  Differentiale 
dx  und  dy^  nach;  setzt  man  also  die  Koeffizienten  derselben 
null;  so  erhält  man: 

(dV  ,      dV\  [du    ,   a/i        ,   df.  dqA    ,   fiV     '      dV\      ^ 

Diese  Gleichungen  müssen  identisch  erfällt  sein,  wenn 
man  y,  Zy  jp;  q  durch  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (15) 
ersetzt  Diese  enthalten  aber  die  willkürliche  Gröfse  ^ 
nicht;  folglich  muls  diese  aus  der  letzten  Gleichung  ver- 
schwinden. Wenn  wir  also  von  dem  Fall  absehen,  dfiJs  die 
ursprüngliche    Differentialgleichung    linear    ist,    so    wird  J^ 
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nicht  null:  also  moJb 

dv  ,    dv 
J^  +  ^Si 

yerschwindeiiy  und  sonach  ei^eben  die  Gleichungen  das  simnl* 
tane  System: 

(")  l7.^^'^-o 

und 

Also  werden  die  vier  Gleichungen  (16),  (17)  und  (18)  durch 
die  Gleichungen  (15)  identisch  erftOlt;  sie  bestimmen  anderer- 
seits die  Werte  von  y,  0,  p,  q,  und  folglich  können  sie  die 
Gleichungen  (16)  vertreten. 

Ersetzt  man  insbesondere  in  der  Funktion  V,  e^  durch 
fijf^y  SO  wird  das  gesuchte  Integral  der  partiellen  Differential- 
gleichung (1)  das  Resultat  der  Elimination  Ton  y^  zwischen 
den  beiden  Gleichungen: 

(19)  F=0,    (g)  =  0; 

(^ — j  bezeichnet  die  Ableitung  Yon  V  nach  y^y  weim  dabei  z^ 
las  Funktion  yon  y^  angesehen  wird.  Um  also  dieses  Inte- 
gral zu  erhalten,  genügt  es,  die  Funktion  V  zu  kennen,  und 
man  erhalt  dasselbe,  indem  man  die  Grofsen  p,  g,  p^y  q^ 
zwischen  den  vier  Integralen  der  Gleichungen  (14)  und  der 
Gleichung 

F(Xoyyoy0ofPofio)^^ 
eliminiert. 

Wir  haben  hierbei  noch  zu  bemerken,  dafs  die  Gleichung 

F=0 

ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  (1)  darstellt,  wenn 
man  y^  und  iSq  als  zwei  willkürliche  Eonstanten  betrachtet. 
Denn  aus  der  allgemeinen  Lösung,  welche  wir  entwickelt 
haben,  kann  man  umgekehrt  die  partielle  Differentialgleichung 
ableiten,  indem  man  ^^  und  0q  zwischen  den  Gleichungen  (16) 
und  (18)  eliminiert.  Anstatt  nun  die  Grofsen  y^  und  jSq  als 
Yariabele  zu  betrachten,  welche  die  Gleichung  (17)  befriedigen, 
kann  man  dieselben  auch  als  Eonstanten  ansehen,  und  es  ist 
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klar,  dab  dabei  die  Gleichmigeii  (18)  bestehen  bleiben^  und 
bei  der  Elimination  von  y^  und  is^  immer  noch  auf  die  Gl^lei- 
chung  (1)  znrückfQhren.  Die  Gleichung  (16)^  welche  also  zwei 
willkürliche  Eonstanten  enthalt;  ist  demnach  ein  ToUsiändiges 
Integral  der  Gleichung  (1). 

841.  BeispieL    Um    eine  Anwendung    der   vorstehenden. 
Theorie  zu  geben^  betrachten  wir  die  Gleichung: 

z  —  apq  =  0, 
wobei  a  eine  Eonstante  bedeutet.    Hier  ist: 

x=o,    r=o,   Z=l, 

P^  —  aq,    Q^  —  ap,    Pp  +  Qq^^ '-2apq='  — 20, 
und   die   zu  integrierenden  simultanen  Gleichungen  sind  also: 

dx dy dß dp       dq^^ 

«2       ^P       2£r       p         g  ' 

man  findet  hieraus  xmmittelbar  die  vier  Integrale: 

jpo     3o    ys"     «3»       ^Po         y^ 

und  man  kann  p^  und  q^  zwischen  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen  mit    einmal  eliminieren,   wenn  man  die   Gleichung 

benutzt;  es  ist: 

(V7-yiO«  ^  (a?~a^)(y~yt)  _  (« ~ o^o) (y - yp) 

Setzt  man  ako: 

so  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

e  —  cips  =  0 

das  Resultat  der  Elimination  von  y^  zwischen  den  Glei- 
chungen: 
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842«  Der  geometrisohe  Inhalt  der  Ihtegratioluimethode. 

Indem  wir,  ebenso  wie  in  Nr.  823  die  GhroiBen  p,  q  tia 
Koordinaten  einer  Ebene  ansehen,  welche  durch  den  Punkt  x, 
ffy  s  hindurchgeht,  und  jeden  Punkt  des  Baumes  mit  einer 
durch  ihn  gehenden  Ebene  als  Element  betrachten,  erkennen 
wir,  dab  durch  eine  partielle  DijSerentialgleichung 

yier£Eich  unendlich  viele  Elemente  bestimmt  werden.  Erteilt  man 
den  Punktkoordinaten  bestimmte  Werte,  so  bilden  die  zu 
diesem  Punkte  gehörigen  Ebenen  ein  einfach  unendliches 
System,  welches  bei  der  linearen  Gleichung  ein  lineares 
Ebenenbüschel  ist,  bei  der  allgemeinen  Gleichung  dagegen 
eine  Eegelflache  umhüllt,  deren  Spitze  der  betrachtete  Punkt 
ist.  Sonach  hat  man  sich  in  jedem  Punkte  des  Baumes  einen 
Ton  Ebenen  umhüllten  Kegel  zu  denken.  Unter  einem  Inte- 
grale der  partiellen  Differentialgleichung  versteht  man  nun 
jede  Flache,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dais  in  jedem  Punkte 
der  Flache  die  Tangentenebene  dem  zugeordneten  Kegel  an- 
gehört, oder  also,  dais  sich  in  jedem  Punkte  die  Flache  mit 
dem  zugeordneten  Kegel  berührt  Hieraus  erkennt  man  so- 
fort zweierlei.  ErsÜich:  Um  sämÜiche  Elemente  der  Diffe- 
rentialgleichung in  Flachen  geordnet  zu  umfassen,  ist  im  all- 
gemeinen ein  zweifach  unendliches  FÜU^hensystem  notwendig 
und  hinreichend,  denn  auf  jeder  FUUshe  liegen  zweifach  un- 
endlich viele  Elemente.  Dieses  Flachensystem  bildet  daher  ein 
vöttständiges  Integral.  Zweitens:  Jede  Integralfläche  hat  die 
E^enschaft,  dais  von  jedem  ihrer  Punkte  eine  Bichtung  aus- 
geht, die  in  der  Tangentenebene  liegt,  und  zugleich  eine  Kuite 
des  dem  Punkte  durch  die  Differentialgleichung  zugeordneten 
Kegels  bildet. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  zu  einem 
Punkte  Xy  y,  0  gehörigen  Fortschreitungsrichtungen,  d.  h.  die 
Erzeugenden  des  zugehörigen  Kegels  entwickeln.  Da  jede 
dieser  Linien  definiert  wird  durch  den  Schnitt  einer  Ebene  p,  q 
mit  der  benachbarten 

P  +  Sp,    2  +  *2^ 
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80    mols,    wenn   wir    mit  dx,  dy,  dis   die   Koordinaten   der 
Bichtong  bezeiclinen: 

j        i,  de=pdx  +  qdy 

sein,  und  auch:  *   *^ 

d0^(p  +  dp)  dx  +  (q  +  dq)  dy,    aiaoi    dpdx  +  8qdy  =  0. 
Da  nun  ^,  ^      ^i 

und 


ist,  so  ist 


%^p+%H 


oder  in  unserer  früheren  Bezeichnung: 
P8p  +  Q8q.  =  0, 


Sonach  wird: 
d.h. 


dx dq^       P 

dx dy de 


Indem  man  in  solch  einer  Bichtung  auf  irgend  einer 
Integralfläche  fortgeht,  erleidet  die  zugehörige  Tangentenebene 
eine  ganz  bestimmte  Änderung,  deren  Ghrofse  dp,  dq  folgender- 
malsen  zu  bestimmen  ist. 

Denkt  man  sich  0  und  folglich  auch  p  und  q  als  Funktionen 
von  X  und  y  so  definiert,  dafs  bei  allen  Werten  dieser  Varia- 
belen  die  partielle  Differentialgleichung  erfüllt  ist,  so  müssen^ 
wenn  wir  für  die  partiellen  Ableitungen  Ton  f  die  frühereu 
Bezeichnungen  wählen: 

ex 
u. s.w.,  die  Gleichungen  bestehen: 
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Nim  ist  aber 

dg       dp 
dx      Fy 

und  wenn  wir  in  der  vorgeschriebenen  Bichtong  Torgehen,  wird: 

Demnach  erhalten  die  beiden  obigen  Gleichungen  die  Form: 

iX+Zp)  +  P^^O,    {T+Zq)  +  P^~0, 

und  sonach  sind  wir  für  die  Fortschreitung  längs  einer 
Erzeugenden  des  Kegels  auf  das  System  (s.  Gleichung  14) 
gefahrt: 

dx dy dz dp  dq 

~P'"Q''Pp+Qa''     x+z^^"T+^' 

und  zugleich  ist  der  Satz  bewiesen:  JUe  Integral flädienf  tcdche 
in  einem  gemeinsamen  Punkte  dieselbe  Tangentenebene  haben, 
beriihren  sich  längs  einer  van  diesem  Punkte  (ausgehenden  Kurve, 
denn  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Tangentenebene  ändert, 
i€enn  man  in  derselben  längs  der  Erzeugenden  des  zugehörigen 
Kegels  fortschreitet,  ist  für  alle  Integrdlflädien  das  nämliche. 

Sonach  bestimmen  die  von  jedem  Punkte  des  Baumes 
ausgehenden^  einfach  unendlich  vielen  Fortschreitungseinrich- 
tungen  eines  Eegels  ein  System  von  dreifach  unendlich  vielen 
raumlichen  Kurven,  oder  besser  ein  System  von  charakteristischen 
Streifen,  indem  zu  jeder  Baumkurve  zugleich  ein  bestimmtes 
System  von  Tangentenebenen  gehört;  jede  Integralfläche  hat 
die  Eigenschaft^  dafs  auf  derselben  ein  einfach  unendliches 
System  dieser  charakteristischen  Streifen  gelegen  ist,  und  dafs 
die  Tangentenebenen  der  Fläche  in  den  Punkten  solch  eines 
Streifens  mit  den  Ebenen,  welche  demselben  zugeordnet  sind, 
zusammenfallen.  Ein  charakteristischer  Streifen  ist  durch 
sein  Anfangselement  bestimmt.  Die  Gleichungen  derselben 
werden  durch  Integration  des  obigen  Systemes  erhalten,  das, 
weil  die  Bedingung 

f(<x>,  y,  ^,  1),  ff)  =  0 
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erfQllt  ist;  yollstandig  integriert  auf  vier  Gleichungen  mit  drei 
willkürlichen  Konstanten  fuhrt,  welche  wir  in  der  Form 

ß^f,(x,C„C,,C,), 

Yoranssetzen  können.  Die  beiden  ersten  derselben  bestimmen 
die  Eurren,  die  beiden  anderen  die  zugehörigen  Tangentenebenen. 
Man  darf  nun  aber  hieraus  nicht  schliefsen^  dals  es  im 
allgemeinen  genügt,  aus  dem  dreifach  unendlichen  Kurven- 
Systeme  ein  einfach  unendliches,  welches  eine  Flache  bestimmt, 
herauszugreifen,  um  auf  diese  Weise  eine  Integralfläche  zu 
bilden;  es  muJs  vielmehr  die  Bedingung  erfüllt  sein,  dals  die 
Tangentenebene  der  Flache  in  jedem  Punkte  einer  solchen 
Kurve  auch  die  Koordinatenwerte  jp  und  q  erhalt.  Ein  ein- 
fach unendliches  System  von  Kurven  ergiebt  sich,  wenn  man 
zwischen  den  willkürlichen  Konstanten  (7^,  C^,  Cj  zwei  will- 
kürliche Relationen  einführt, 

und  alsdann  aus  den  beiden  Gleichungen 

y==^i(a;,  Ol,  9i,  92),    ^  =  ^,(a;,  C^,  y^,  y^) 

die  Ghröfse  C  eliminiert.  Für  solch  eine  Flache  werden  die 
Koordinaten  st,  x  der  Tangentenebene  aus  den  Gleichungen 
bestimmt: 

und  es  ist: 

Tx'^dC^'^'    ^^dC^'Jy' 
also: 

^dC^       JxdC^        dx  dC^^     ^dC^       dC^ 

Wenn  nun  ä  und  x  die  Werte  p=^f^,  ?  ~  /k  haben  sollen, 
80  müssen  die  beiden  Gleichungen  erfüllt  sein: 

V»     7I)dC^~'       dxdC^'    '^dC^^dC^ 
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Dividiert  man  dieselben;  so  folgt: 

und  diese  Oleichnng  ist  in  der  That  erfailt,  weil  die  Funk- 
tionen f  Integrale  des  Systemes  sind  (s.  auch  Oleichnng  2  in 
Nr.  837);  mithin  reduzieren  sich  die  beiden  Bedingungs- 
gleichungen für  die  Funktionen 

auf  die  eine  Gleichung 
oder 

und  dies  ist  in  etwas  anderer  Form  die  Gleichung  (3)  in  Nr.  837: 

a«  ^    ay 

Dieser  Bedingungsgleichung  wird  nun  bei  der  Gauchyschen 
Integrationsmethode  in  der  That  dadurch  genügt;  daJb  man 
für  x  =  Xq,  also  in  einer  bestimmten  EbenO;  eine  willkürliche 
Kurve  ^o'^^/^C^o)  atmimmt;  und  alle  die  charakteristischen 
Streifen  zu  einer  Fläche  yereinigt;  welche  Ton  den  Punkten 
dieser  Kurve  ausgehen^  und  deren  zugehörige  Ebenen  durch 
die  Tangenten  der  Kurve  gehen.  Denn  auf  diese  Weise  fährt 
man  zwischen  den  Konstanten  C^,  C^,  C^  die  Bedingungen  ein: 

J>o  =  /i(^oj  Gif  0^,  Cj), 
«o  =  /4(^o;  C„  Q,  Cs)  =  f(yo), 
und  es  ist  also  wie  erforderlich: 

für  den  Wert  x=^Xq.  Es  ist  nun  aber  zu  zeigen,  dafs  diese 
Gleichung  bei  allen  Werten  von  x  fortbesteht;  nachdem  sie  bei 
x=^Xq  erfüllt  ist;  und  dazu  ist  der  Beweis  in  Nr.  838  geführt. 
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In  unserer  gegen^raügen  Bezeichnnng  können  wir  denselben 
folgendermaisen  formnlieren.  Es  soll  bewiesen  werden,  daJk 
die  Differenz  ,-         , -  . 

welche  fOr  x^x^  den  Wert  T^Q  hat,  Ton  x  ganz  unabhängig 

ist.    Es  wird: 

dT      du  df,        .    d^f,  d% 

dx  ""  dx  dCi  ■*■  '^JxdCl      ^äßdCl 
oder,  weü  .  ^ 

ist:  dT_/dq   dy       dy  (gg\        dp 

dx  *~  \dx  dC^       dx  dcj      dC^  * 

Da  nun  die  partielle  Differentialgleichung 
bei  allen  Werten  Ton  C^  erfüllt  ist,  so  ist  auch: 

oder  wenn  man  för  j^  den  Wert  ?3^  —  T  einsetzt: 

Entnimmt  man  hieraus  den  Wert  Ton  -^  und  substituiert 
denselben  in  die  obige  Gleichung,  so  folgt: 

?ä""        P  '^  dC^Kdx'^       F     l'^dC^XP      dx)' 

Die   in   den  beiden  letzten  Klammem   enthaltenen  Aus- 
drücke yerschwinden,  und  demnach  wird,  wie  früher: 

vorausgesetzt,  daTs  das  Integral  einen  bestimmten  endlichen 
Wert  hat;  nun  ist  T^  gleich  nuU,  also  ist  auch  T^O  bei 
allen  Werten  von  x. 

Vereinigt  man  alle  charakteristischen  Streifen,  welche  von 
einem  bestimmten  Punkte  ausgehen,  der  in  der  Ebene  x^x^ 


Die  partiellen  und  totalen  Di£ferentialgleichangen  erster  Ordnung.   345 

liegt  und  dort  die  Koordinaten  y^,  e^  hat,  so  Bind  die  GrSfsen 
^i;  Q;  ^8  ^^^  ^^^  ^^^  Gleichungen 

yo  = /i(^o>  (^if  C„  (73),    ^0-/2(^0;  <7i>  ^«;  ci) 

zu  eliminieren.  Es  ergiebt  sich  eine  Flache,  in  deren  Glei- 
chung, abgesehen  Ton  der  Konstante  Xq,  noch  die  willkürlichen 
Gröfsen  y^  nnd  0q  anftreten,  also  ein  zweifach  unendliches 
Flachensystem: 

y(pp>  y,  ^>  yof  O  =  0- 

Für  jede  in  diesem  Systeme  enthaltene  Flache  sind  die 
beiden  notwendigen  nnd  hinreichenden  Bedingongen  erfüllt; 
denn  es  ist  auch  hier: 

Af  Af 

für  x=^Xq,  weil  -^  und  ^^  beide  gleich  null  sind. 

848.  Das  Integral    I  -pdx. 
Die  entwickelte  Methode  setzt  voraus,  dals  das  Integral 


X 

ß 


^dx 


einen  endlichen  und  bestimmten  Wert  behält;  mit  diesem 
Integrale  wollen  wir  uns  nun  naher  beschäftigen.  Wir  nehmen 
der  Kürze  wegen  an,  dab  die  Gleichung  (16)  nach  e  aufgelöst 
ist  und  dafs  man  aus  ihr  den  Wert  is==  M  gewonnen  hat, 
wobei  M  eine  gegebene  Funktion  Ton  x,  y,  y^^  0q  ist.  Die 
Gleichungen  (16)  und  (17),  welche  die  gesuchte  Losung  der 
Gleichung  (1)  darstellen,  sind  dann  einfacher: 

(20)  z^M, 

(21)  lf  +  S.1^-». 
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und  die  Gleichungen  (18),  welche  die  Werte  yon  p  und  q 
bestimmen,  werden: 

Um  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  zu  rekon- 
struieren, muls  man  y^  und  is^  aus  den  Gleichungen  (20)  und 
(22)  eliminieren;  folglich  wird  das  totale  Differential  dF  der 
linken  Seite  dieser  Gleichung  erhalten^  wenn  man  die  totalen 
Differentiale  der  Funktionen 

M-z,     -^-j),     ^-g 

addiert,  nachdem  man  dieselben  bezüglich  mit  den  Faktoren 
Xy  fi,  V  multipliziert  hat,  welche  so  bestimmt  sind,  dals  die 
Differentiale  dy^  und  dz^  verschwinden;  dieselben  sind  hier 
als  unabhängig  zu  betrachten.     Man  hat  also: 

+  (^-d^  +  ^d^y  +  vj^Jdy-^Xdz-^iidp-vdq, 

und  die  Faktoren  X,  /t,  v  müssen  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen erfüllen: 


(23) 


(24) 


,  dM  .        8*M     ,       d*M       f. 


Aus  der  Gleichung  (23)  folgt: 

Z  X 

und  wegen  der  Gleichungen  (24)  wird: 

Z  _WxdyQ   dydz^       dyd%  dxdz^ 
F  dM    d^M        dM    d^W 

dy^   dydzo       'Je^  dydy^ 

Um  das  Integral,  welches  wir  zu  untersuchen  haben,  zu 
gewinnen,  muls  man  in  diesem  Ausdruck  y  durch  seinen  Wert 
aus  der  Gleichung  (21)  ersetzeu,  femer  mit  dx  multiplizieren, 
und  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x  integrieren.     Man  kann 


pe?a? 
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aber  die  Elitninätion  Tön  y  termeideä;  wenn  man  folgender- 
mafsen  yerfähri  Addiert  man  zum  Zahler  des  obigen  Ans- 
dmckes  für  —  -p  die  Groise 

■^ 
und  subtrahiert  dieselbe  wiederum;  so  erhalt  man: 

d^M  /^-af  a'y    du  d^M\^^    8'jf  /ajf  a»3f    du  d^M\^^ 

"^  \^  dydz^     Jz^  dydyj 


Wenn  man  nun^  unter  der  Annahme^  dais  x  und  y  die 
einzigen  Yariabelen  süid;  die  Gleichung  (21)  in  der  Form: 

differentiiert;  so  findet  man: 
(dM    d^M        dm    d^M\^    __/SM    8'3f        dM    d*M\. 


und    dadurch    reduziert    sich    der    vorstehende   Ausdruck   för 

dM  o,     dM 


p  auf: 


Da  die  Funktion  M  för  x=Xq  und  y==yo  gleicl^  ^o  ^^d, 
80  folgt;  dals  bei  der  nämlichen  Annahme  -^  gleich  eins 
wird.  Integriert  man  also  die  obige  Gleichung  zwischen  den 
Grenzen  Xq  und  x,  so  ist 


• 
(25)  -fydx^log 


dM 
dzr, ' 
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844.  Fall,    dafli  dM  fragUohe  Integral  xiioht  regolSr 

ist.     Die  Behauptung  in  Nr.  838   gilt  nicht  mehr,   wenn  das 

Integral  ^ 


/ 


pda: 


keinen  endlichen  und  bestimmten  Wert  hat.  Wie  Herr 
Bertrand  bemerkt  hat,  triiK  dieses  nicht  nur  in  einigen 
besonderen  Fallen,  sondern  auch  in  ganz  allgemeinen  ein.  In 
der  That,  es  genügt,  der  Punktion  f{y)  oder  f(y^  oder  z^ 
allgemein  solch  eine  Form  beizulegen,  dals  das  Integral,  um 
welches  es  sich  handelt,  unendlich  wird.  Indessen  laust  sich 
beweisen: 

Wemi  für  eine  besondere  Farm  der  FwMwn  fiy)  das 
Integral 


f 


-pdx 


keinen  endlichen  und  bestimmten  Wert  mäw  hat,  so  werden  die 
OleicJiimgen,  welche  wir  entwickelt  haben,  ülusorisch  und  liefern 
nickt  mehr  eine  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe.  Diese  wird 
alsdann  durch  das  voU^mdige  Integral  von  Lagrange  gegeben, 
welches  mit  dem  allgemeinen  Integrale  verbunden  ist. 

Denn  man  erkennt  aus  der  Gleichung  (25):  Hat  das  Integral 


/ 


X 

pdx 


keinen  endlichen  und  bestimmten  Wert  mehr  für  eine  bestimmte 
Form  der  Funktion  fiy),  so  wird  die  partielle  Ableitung  -g — 
entweder  nuU  oder  unendlich  oder  unbestimmt  nach  der 
Substitution  des  Wertes  von  y,  welcher  aus  der  Gleichung  (21) 
entnommen  wird.  Dann  aber  ist  evident,  daCs  man  aus  der 
Gleichung  (21)  keinen  bestimmten  Wert  von  y  entnehmen 
kann,  welcher  sich  ^  x  =  Xq  auf  y^  reduziert,  weil  bei  der 
Annahme  y  =  XQ  und  y^yQ  die  Ableitung  -^ —  sich  auf  den 

0 

Wert  eins  reduzieren  müJste.     Die  Unmöglichkeit,  einen  be- 
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stiiumten  Wert  von  y  ans  der  Oleichnng  (21)  zu  berechnen, 
der  sich  für  x  =  Xq  auf  y^  reduziert,  laust  schlielsen,  dab  bei 
der  Annahme  x==^Xq  die  Yariabele  y  aus  der  linken  Seite 
dieser  Oleichung  verschwindet;  und  weil  diese  erfüllt  ist,  wenn 
man  zugleich  x^Xq  und  y  =  ^q  setzt,  so  ist  eyident,  dab  sie 
identisch  erffillt  ist  bei  allen  Werten  Ton  y,  wenn  man  x^Xq 
setzt.  Hieraus  folgt,  dals  y^  aus  der  Gleichung  (20)  ver- 
schwindet, wenn  man  x^Xq  setzt,  denn  die  Ableitung  der 
linken  Seite  nach  y^  ist  identisch  nulL  Diese  Gleichung  giebt 
also  bei  der  Annahme  x^XqI 

weil,  wie  wir  wissen,  dieselbe  identisch  statt  hat,  wenn  man 

setzt  und  weil  ^,   . 

^o  =  /^(yo) 

ist.  Wir  schliefsen  also,  dab  in  dem  besonderen  Fall,  mit 
welchem  wir  uns  beschäftigen,  die  Losung  des  Problemes  nicht 
mehr  durch  das  System  der  Gleichungen  (20)  und  (21),  sondern 
allein  durch  die  Gleichung  (20)  gegeben  ist. 

Geometrisch  bedeutet  die  Gleichung  ^er  =  Jf  ein  zweifach 
unendliches  Flachensjstem,  wenn  die  GröJsen  y^  und  a^  als 
variabele  Parameter  betrachtet  werden.  In  der  Ebene  x==Xq 
liefert  dieses  Flachensystem  im  allgemeinen  ein  zweifach 
unendliches  Kurvensystem.    Indem  man  nun  die  Relation 

einführt,  hebt  man  aus  diesem  Eurvensysteme  ein  einfach 
unendliches  heraus,  und  die  Gleichung  (21)  liefert  zusammen 
mit  der  Gleichung  (20)  die  Einhüllende  dieses  Systemes,  von 
welcher  die  charakteristischen  Streifen  ausgehen,  welche  eine 
allgemeine  Losung  der  Differentialgleichung  zusammensetzen. 
Wird  nun  bei  der  Substitution 

^o  =  f(jfo) 

die  Gleichung  z  =  M  unabhängig  von  y^,  so  heilst  dies,  dafs 
sämtliche  Flächen,  welche  aus  dieser  Relation  hervorgehen, 
sich  in   der  nämlichen   der  Ebene   x  =  Xq  angehorigen  Kurve 
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schneiden.     Jede  Flache  z  ==  M^  welche   durch   diese  Kurve 
geht^  bildet  alsdann  eiue  Lösung  der  Differentialgleichung. 

846.   BeispieL     Wir  wollen  diese  Darlegungen  an  einem 
Beispiele  er^utem.    Es  sei  gegeben  die  Gleichung 

wobei  a  eine  Konstante  bedeutet.    Hier  ist 
Z  =  0,    r=-M>    Z=p, 

Das  simultane  System  wird  demnach: 

pdx g(?y dz  dp dti 

aq  "~  ~pF  '^ pqy  ""*  jp*         Ö"' 

und  hieraus  findet  man  ohne  Schwierigkeit: 

^       ^         1         1     ,   2(a?-a?o) 


^  =  ^  +  (^-^o),     ^ 


yo     «-a?o 


JP        JPo         ^  "^'       JP        JPo  3o 

also  wenn  man  Pq  durch  seinen  Wert 


ersetzt: 


V(^o  -  2o  yo)'  +  2ago  (^  -  «o) 
^^    go(go-goyo)  +  ago(a?-a?o)  ^ 
yC^o  -  go  ^o)*  +  2a3o  («  -  «o) 

y(^o-3oya)*+2ago(«-ao) 

Dies  sind  die  Werte  von  y,  g,  p^  q  bIb  Funktionen  von 
^f  tfof  ^o>  &•     Nun  ist: 

__:?.^_^^ ago 

und 


-fp^^log 


V(^o  -  «0  yo)*  +  2  ago  («  -  a^o) 
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Man  sieht  hieraus,  dals  das  Integral 


X 

ß 


^dx 


ab 

unendlich  wird,  wenn  man 


.0-20^0-0    oder     g-^^ 
setzt;  in  diesem  Falle  ist  der  Wert  Ton  0^: 
^o==«yo;     also     Qo^a, 

wenn  a  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet  Wenn  man  aber 
fOr  0Q  diesen  Wert  annimmt,  so  werden  unsere  Gleichungen 
illusorisch,  denn  sie  geben  f&r  y  und  0  die  Werte: 

und  diese  sind  unabhängig  von  y^. 

Wir  eliminieren  nun  q^  zwisch^i  den  beiden  Gleichungen, 
welche  die  Werte  Ton  y  und  0  bestimmen;  man  erhalt  aus 
diesen  Gleichungen: 

^"^       V(«.-3.y.)*+8«ä.(*-a5,) 

«  -  Soy  =  y(«o  -  «oyo)'  +  2ago  («  -  ai))» 
tmd  durch  Multiplikation: 

«*-2oY-V-2oV  oder  «'- V=2o*(y*-yo*); 

yermittelst  derselben  reduziert  sich  die  zweite  Gleichting,  ins 
Quadrat  erhoben,  auf: 

'      2o(y*  -  yo*)  -  0»  -  yo«o)  +  »(«  -  «o)- 

Die  Elimination  von  q^,  zwischen  diesen  beiden  letzten 
Gleichungen  iSist  sich  unmittelbar  ausfahren,  und  man  erhalt: 

(y'  -  yo'X'»'-  «0^  -  {.(y  -  yo^o)  +  «(«  -  «^0)?=  0 

oder 

L »       Vo    jy„      y»'  "  y»       "        y» 
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dies   ist   die  Gleichnng;   welche  wir   allgemein  mit  F=0  be- 
zeichnet haben.    Aus  derselben  folgt: 


'-[•.-=^],^+V{'-?)(^)K— ^)' 

eine  Formel,  deren  rechte  Seite  die  mit  M  bezeichnete  Grolise 
igt.    Man  kann  nnn  leicht  yerifizieren,  dab  die  Gleichung 

^  +  20-5^  =  0 

den  oben  fOr  y  erhaltenen  Wert  liefert;  und  wenn  man  den- 
selben  in  den  Ausdruck  für  -^  substituiert,  so  findet  man: 

'^      V(^o-<Zoyo)H2ago(«-aJo) 

was  mit  den  allgemeinen  Ergebnissen  unserer  Theorie  über- 
einstimmt 

Setzt  man  nun  Zq  =  ay^  in  die  Gleichung  0=^  M,  so  er- 
halt man: 


._[._»j^],+y(.-|;)(£^)(2..,._„.£^). 

Dieser  Wert  von  0  genügt  der  vorgelegten  Gleichung,  wenn 
man  a  und  y^  als  willkürliche  Konstanten  betrachtet;  anderer- 
seits reduziert  er  sich  auf 

0=»ay 

für  X  =  Xq.  Er  liefert  also  die  Lösung  des  vorgelegten  Pro- 
blemes  für  den  Fall,  dals  man  die  Funktion  f(if)  gleich  ay 
annimmt.  ^ 

§  5.    Integration  der  partiellen  Differentialgleiehung 
erster  Ordnnng  mit  beliebig  vielen  Ter&nderliehen. 

846*  Umformung  des  Problemes.  Die  vorige  Methode 
ist  anwendbar,  wie  grofs  auch  die  Zahl  der  Yariabelen  sein 
mag;  dies  wollen  wir  im  folgenden  nachweisen,  ohne  dabei 
auf  eine  Diskussion  von  Einzelheiten  einzugehen. 
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Wir    bezeichnen  mit    x^,  x^,  ..*Xn   die  n   unabhängigen 
Yariabelen,  mit  x  die  abhängige;  femer  setzen  wir: 

(1)  dX  ^^^p^dx^+p^dx^  +  . .  '  +  PndXn 

und  betrachten  die  partielle  Differentialgleichnng 

(2)  I(x,  Xi,  x^,...  Xn,  pu  ft, . . . J>«)  « 0, 

deren  linke  Seite  eine  gegebene  Fnnktion  der  2n+l  Yariabelen 

X,  Xi,  X^y  . . .  Xn}  Pif  J>2;  •  • '  Pn 

ist.  Die  unbekannte  Funktion  x  ist  nicht  Tollstandig  bestimmt 
durch  die  Bedingung,  dals  sie  der  Gleichung  (2)  genügen  soll; 
sie  wird  dies  aber  im  allgemeinen  (Nr.  835);  wenn  man  auJser- 
dem  verlangt;  daCs  sie  sich  auf  eine  gegebene  Funkilon 

i^f(x^,x^,...Xn^i) 

der  n  —  l  Yariabelen  a?^,  x^,...Xn-^i  reduziert;  wenn  man  der 
Yariabelen  Xn  den  besonderen  Wert  |„  beilegt    Setzt  man  ako: 

d|  =3  (OidXi  +  Cl^^dX^  +  •  •  •  +  ^On-^ldXn^lf 

80  muJs  fär  Xn=^  Sn  nicht  nur  o?  =  |;  sondern  auch 

JPi  =  ®i;    A  =  ®8;  •  •  •  Pn—t  =  «n-l 
sein.    Dies  festgesetzt;  bezeichnen  wir  mit 

»l>  »2;  •  •  •  w— X 
unbestimmte  Funktionen  von 

man  kann  dann  umgekehrt  auch 

^l>   X^f  *  '  *  *^n—l 

als  Funktionen  von 

»i;    »a;  •  •  •  fen— 1;   Xn 

betrachten;  und  folglich  wird  auch  x  eine  Funktion  der 
nämlichen  Yariabelen.  Die  Gleichung  (1)  läfst  die  partiellen 
Ableitungen  von  x  bei  dieser  Annahme  berechnen;  denn  es  ist: 

n  n  n 

S  e  r  r  e  t ,  Diff.-  u.  Integral  •  Bechnung.  m.  2.  Aufl.  23 
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dx 
dx 


dx. 


'Pl^      +'-:+P> 


^««-1 

'-1-^' 


dx    __        dxi 


^^«-i 

•+^"-^^;-i* 


Differentiiert  mau  die  Gleichmig  (3)  nach  ii  und  die  i^ 
Oleichnng  (4)  nach  ^n  'Q^d  subtrahiert  sodann  die  beiden  er- 
haltenen Gleichungen,  so  wird; 

,^^    ^Pn       fdpi  dx^      dp^dx,\,  ,   f^Pn-l  ^^i»-l      ^Pn-l  ^  «it-l\ 

(5)  7i:"\F^^^"'?i755;;;+ ■•+v-i^^;    w,     W"^^) 


oder  kürzer: 


Da  der  Index  i  die  Werte  1,  2, ...  n  —  1  annehmen  kann, 
so  vertritt  die  Gleichmig  (5)  ein  System  Ton  n  —  1  Ter- 
Bchiedenen  Gleichungen.    Wir  bezeichnen  nun  mit 

das  totale  Differential  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2);  als* 
dann  wird,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  nach  1^  differentiiert: 


dx 


oder,  wenn  man  g|-  und  -^ 
chungen  (4)  und  (5)  ersetzt: 
dxy^  /—       —         -.  ^«.\  dx. 


dp 
"  durch  ihre  Werte  aus  den  Glei- 


(«) 


^(x.+Zft+p.^)+...+l^{2;_.+x^_.+P.^) 


3«, 


^Pn-1  , 


^  dx^ -\ 


und  diese  Formel  repräsentiert  n  —  1  Gleichungen,  indem  der 
Index  i  die  Werte  von  1,  2, ...  w  —  1  erhalten  kann. 
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Da  mm  aber  die  Funktionen  von  ^r«,  61,  l»>  •  •  •  l«-i, 
welche  die  Werte  von  x^,  x^,...Xn-^x  darrtellen^  bisher  noch 
nnbestimint  sind,  so  setzen  wir  fest,  dals  dieselben  den  n  —  1 
Gleichungen 


"^ 


genügen  und  sich  überdies  fdr  0;«==  |n  &^  li;  Is;  •••  1»-!  be- 
züglich reduzieren  sollen,  derart,  dals  för  o:;^»!»  die  Glei«- 
ehnngen  bestehen: 

und  auch 

wobei  der  Wert  Ton  «>«  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist  Die  Gleichungen  (7)  reduzieren  die  n  —  1  Glei- 
chungen (6)  auf: 


dx. 


»l>«-i\ 


und  diese  können  nicht  anders  erfüllt  sein  als  dadurch,  dals 
man  setet: 


X,     +Xp,      +Pn^     =0, 

(8) 

2,     +Za      +P.^     =0, 

Z«_l  +  Xpn-1  +  P-%^  =  0, 

weil  die  Betenninante  D,  gebildet  mit  doi  (n  —  1)*  OröfBen 

8«,           dx,             8«„_i 
81,'          81.'       •   •     81.    ' 

■5!^ J              -Ä-^ = f      •    •    •     -X-Z f 

^^n-l        ^k-1         ^Sn-l' 


23* 
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nicht  null  sein  kann  znfolge  der  Unabhängigkeit  der  Yariabelen 
Xi,  x^f  ..,a?n-i,  Xn-    Denn  es  iat: 

nnd  wenn  die  Determinante  D  nnll  wäre,  so  konnte  man 
durch  Elimination  der  Differentiale  d^i,  e^l^, ...  ä|„_i  eine 
oder  mehrere  Gleichungen  Ton  der  Form 

M^dXj^  +  M^dx^  H f-  MndXn^  0 

bilden;  dies  kann  aber  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  eine 
Relation  zwischen  den  Yariabelen  x^y  x^y,..Xn  existiert.  Da 
diese  unabhängig  Toneinander  Sind,  so  kann  D  nicht  ver- 
schwinden; tmd  folglich  müssen  die  Gleichungen  (8)  bestehen. 
Demniftch  ist  das  Problem  darauf  zurückgeführt;  2n  Funk- 
tionen 

XyX^yX^y...Xn^lf     PiyPif'Pn^lfPn 

der  n  Yariabelen  t     t         fc 

ZU  finden,  welche  den  3n  —  1  Gleichungen  (2),  (3),  (4),  (7),  (8) 
genügen,  und  sich  für  x==Xn  bezüglich  auf 

reduzieren. 

847«  Ein  HilftsatB.  Es  genügen  aber  die  2n  Gleichungen 
(2),  (3),  (7),  (8)  zur  Bestimmung  der  2n  Funktionen;  es 
muis  also  gezeigt  werden,  daJjs  die  Gleichungen  (4)  von  selbst 
erfüllt  sind,  und  dies  gelingt,  indem  man  die  in  Nr.  838  be- 
folgte Methode  hier  wiederholt.  Wir  nehmen  also  an,  dals 
man  aus  den  Gleichungen  (2),  (3),  (7),  (8)  die  Werte  von 

X,  Xi,  X^,..,  Xn^l,        J>i,  Pi,  ...Pn 

als  Funktionen  von 

*^n}    5i;    Ss»  •  •  •  wi—  1 

bestimmt  hat,  die  sich  für  Xn  =?  In  auf 
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reduzieren.  Bezeichnen  wir  dann  mit  T^^  T^y.,.Tn-^x  die 
Differenzen  zwischen  den  beiden  Seiten  der  bezüglichen  Olei- 
chimgen  des  Sptemes  (4),  so  da&  -     .       * 

ist;  so  folgt;  indem  man  diese  Gleichmig  nach  Xn  differentiiert 
und  daTon  die  Gleichnng  (3)^  differentiiert  nach  %i^  subtrahiert: 

Wendet  man  die  obigen  Werte  von  jr-  und  -^  an  Stelle 

der  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  gelieferten  aU;  so  entsteht 
eine  Gleichung,  die  sich  Ton  der  Gleichung  (6)  nur  dadurch 
unterscheidet;  dals  ihre  linke  Seite  die  neuen  Tenne 

enthält;  und  da  alle  übrigen  Terme  infolge  der  Gleichungen 
(7)  und  (8)  verschwinden;  so  erhalt  man: 

wobei  der  Index  i  die  w  —  1  Werte  1;  2; . .,  n  —  1  annehmen 
kann.     Hieraus  folgt: 

wenn  man  mit  6{  den  Wert  bezeichnet;  welchen  Ti  für  Xn=^in 
erhalt.  Man  erkennt  nun  unmittelbar;  dals  0^  null  ist;  und 
folglich  ist  auch  m      n 

wenn  das  Integral 


f 


^Jx, 


einen  endlichen  und  bestimmten  Wert  liat.    Für  die  Diskussion 
der  Falle;  wo   dieses  Integral  unendlich  oder  bestimmt  wird; 
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yerweise  ich  den  L^aer  auf  die  in  den  Bemerkungen  zu  Nr.  837 
citierten  Abhandlungen. 

848.  Löating  des  Integrattonsproblemds.  Nach  dem 
Vorstehenden  genügt  es,  die  2n  Gleichungen  (2),  (3),  (7) 
und  (8)  zu  betrachten.  Man  kann  die  erste  derselben  auch 
durch  ihr  Differential  in  Bezug  auf  Xn  ersetzen,  nämlich: 

:^+x.||+...+x._.!^+x+P.i^+...+p.^=.o, 

weil  das  vorgelegte  Problem  keine  Unbestimmtheit  mehr 
enthalt  Indem  man  hierbei  ^ —  durch  seinen  Wert  aus  der 
Gleichui^  (3)  ersetzt,  und  femer 

_,...__     und     ^'--^ 

durch  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8),  so  folgt: 

(9)  X,  +  Z;,,  +  P„|^  =  0. 

Demnach  sind  wir  dazu  gelangt,  vermittelst  der  2n  Glei- 
chungen (3),  (7),  (8)  und  (9)  die  Werte  von 

X,  aJ|,  X^,...Xn^U     Pi,Pif'-Pn 

zu  bestimmen,  die  sich  für  Xn=in  bezüglich  auf 

reduzieren. 

Die  Gleichungen,  um  die  es  sich  handelt,  sind  ihrem 
Wesen  nach  partielle  Differentialgleichungen.  Da  sie  aber  die 
Yariabelen  1^,  !,,...  |n—i  nicht  enthalten,  so  lassen  sie  sich 
wie  gewöhnliche  Differentialgleichungen  behandeln.  Man  kann 
sie  in  einer  Formel  zusammenfassen,  nämlich: 

^  — ^—      —  ?f^.— da? 

P,  -  P.  -     •-  P,  "P^P^+P^P^+^^+P^Pn 

"'"^K  +  XpJ 

man  darf  dabei  aber  nicht  aufser  acht  lassen,  dab  die  Glei> 
chung  (1)  an  Stelle  einer  in  der  Formel  (10)  enthaltenen 
Gleichung  treten  kann. 


(10) 
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Wir  nehmen  nun  an,  daCsi  man  die  Gleichungen .  (10) 
integriert  hat  und  dafig  die  willkürlichen  Konstanten  so  bestimmt 
sind.  daCs  i,  <. 

ist  för  Xn.^  Sn*    Eis  scicn  also: 

a?  =  9  (a^n,  li,  Ig,  . . .  In-l,  S;  »i,  . . .  ©«), 


(11) 


(12) 


JPl  =  ^1  (^«;  5x;  I2;  •  •  •  Sn-1;  £|  ©i,  . . .  <D„), 
A  =^8  (a^;  li;  Iji  .  • .  6«-l>  S;  »i,  . . .  ©n), 


Pn  =  ^«  (a?fi,  61,  I2;  •  •  •  Sn-1,  I;  »1;  .  . .  <0«) 

die  nach  x,  x^,... Xn^i,  Pi,  ».-Pn  aufgelösten  Integrale.  Das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichung geht  ans  der  Elimination  Ton 

I;  ll>  •••  I«— 1|      CDi;  CDj,  ...  CD* 

zwischen  den  n  Gleichoi^en  (11)  nnd  den  n  +  1  Gleichungen 

-^(1?  iu  iif"  in-l,      ©i;  CD,,  . . .  »»)  =  0, 

df  r^df  df 

hervor,  diese  Elimination  ist  im  allgemeinen  nicht  möglich, 
aufser  wenn  man  die  willkürliche  Funktion  Y  fixiert  hat.  Ich 
will  hier  nicht  die  yerschiedenen  Formen  diskutieren,  welche 
man  in  den  verschiedenen  Fallen  den  Gleichungen  (11)  geben 
kann,  und  verweise  hierfür  auf  die  in  den  „Bemerkungen^^ 
angegebene  Litteratur.  Ebenso  mag  es  dem  Leser  überlassen 
bleiben,  die  in  Nr.  842  gegebene  geometrische  Deutung  auf 
die  n-fache  Mannigfaltigkeit  zu  übertragen. 

849«  Singnilire  Lösungen«  Ohne  auf  Entwickelungen 
einzugehen,  welche  die  Grenzen  dieses  Werkes  überschreiten 
würden,  müssen  wir  doch  darauf  hinweisen,  dafs  die  Methode, 
welche  wir  angewandt  haben,  .auch  gewisse  singulare  Losungen 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bestimmen 
la&t. 
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yerweise  ich  den  L^aer  auf  die  in  den  Bemerkungen  zu  Nr.  837 
citierten  Abhandlungen. 

848«  Lösung  des  Integratlonsproblemes.  Nach  dem 
Vorstehenden  genügt  eS;  die  2n  Gleichungen  (2),  (3),  (7) 
und  (8)  zu  betrachten.  Man  kann  die  erste  derselben  auch 
durch  ihr  Differential  in  Bezug  auf  Xn  ersetzen,  nämlich: 

:^+x.||.+...+:5._.f^+x.+p.|a.+...+p.^_o, 

weil  das  vorgelegte  Problem  keine  Unbestimmtheit  mehr 
enthält.  Indem  man  hierbei  ^ —  durch  seinen  Wert  aus  der 
Gleichui^  (3)  ersetzt,  und  femer 

dx^'         dx^  dx^^         dx^ 

durch  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8),  so  folgt: 

(9)  Z.  +  Z;>„  +  P„^  =  0. 

Demnach  sind  wir  dazu  gelangt,  vermittelst  der  2n  Glei- 
chungen (3),  (7),  (8)  und  (9)  die  Werte  von 

XyX^yX^f.,.  Xn^U     Pu  Pi)  •  •  'Pn 

zu  bestimmen,  die  sich  für  n;n=^  £n  bezüglich  auf 

I;  li;  ij;  •••  In— li      ©i,  CDj,  . . .  ö« 

reduzieren. 

Die  Gleichungen,  um  die  es  sich  handelt,  sind  ihrem 
Wesen  nach  partielle  Differentialgleichungen.  Da  sie  aber  die 
Yariabelen  |^,  !,,...  |n—i  nicht  enthalten,  so  lassen  sie  sich 
wie  gewöhnliche  Differentialgleichungen  belümdeln.  Man  kann 
sie  in  einer  Formel  zusammenfassen,  nämlich: 

^  — ^—      —  ?f^  — IJ da? 

P,    -   P.  P^    ''APi+P,Pf+/-+PnPn 

man  darf  dabei  aber  nicht  aulser  acht  lassen,  dafs  die  Glei* 
chung  (1)  an  Stelle  einer  in  der  Formel  (10)  enthaltenen 
Gleichung  treten  kann. 


(10) 


Die  partiellen  iind  totalen  Differentialgleicliilngen  erster  Ordnung.    859 

Wir  nehmen  nun  an,  daCsi  man  die  Gleichnngen .  (10) 
integriert  hat  und  dafig  die  willkürlichen  Konstanten  so  bestimmt 
sind,  dafs  i,  <. 

ist  für  a^»|„.    Es  seien  also: 

X^^  (Xny  lii  Ij,  . . .  I«-1|  S;  Ol,  . . .  <D«), 
X^  =  9i(a?n,  li,  Ij;  .  . .  I«-1;  £|  Oll  .  • .  Ofi), 


(11) 


(12) 


Xn^l  =  fpn^liXnf  li;  Ig;'  •  •  •  I«— 1|  £,  ©i,  . . .  ©n); 

i>l  =  ^1  (i»«,  li;  Iji  .  • .  Sn-1,  Si  »1,  . . .  On), 
A  =^8  (iTn,  li,  I2;  . . .  Sn-1,  £;  ©i,  . . .  «n); 


Pn  =  ^n(a?n,  li;  1«;  •  •  •  Sn-l;  li  »i,  .  . .  CDn) 

die  nach  Xy  x^,  ...Xn^i,  Pi, -.-Pn  aufgelösten  Integrale.  Das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichoi^  geht  aus  der  Elimination  Ton 

l>  ll;  •••  I«— 1>      ©1,  Oj,  ...  CD* 

zwischen  den  n  Gleichnngen  (11)  nnd  den  n  +  1  Gleichungen 

■^(ij  iu  i%f"'  in^U      Ol;  Oj;  •  •  •  ©n)  =  0, 

df        _;  af  af 

hervor,  diese  Elimination  ist  im  allgemeinen  nicht  möglich, 
aufser  wenn  man  die  willkürliche  Funktion  f  fixiert  hat.  Ich 
will  hier  nicht  die  yerschiedenen  Formen  diskutieren,  welche 
man  in  den  yerschiedenen  Fällen  den  Gleichungen  (11)  geben 
kami,  und  verweise  hierfür  auf  die  in  den  „Bemerkungen^^ 
angegebene  Litteratur.  Ebenso  mi^  es  dem  Leser  überlassen 
bleiben,  die  in  Nr.  842  gegebene  geometrische  Deutung  auf 
die  n-fache  Mannigfaltigkeit  zu  übertragen. 

849«  Singulare  Lösungen.  Ohne  auf  Entwickelungen 
einzugehen,  welche  die  Grenzen  dieses  Werkes  überschreiten 
würden,  müssen  wir  doch  darauf  hinweisen,  dals  die  Methode, 
welche  wir  angewandt  haben,  .auch  gewisse  singulare  Lösungen 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bestimmen 
lafst. 
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yerweise  ich  den  L^aer  auf  die  in  den  Bemerkungen  zu  Nr.  837 
citierten  Abhandlungen. 

848«  Löating  des  IntegratlonBproblemes.  Nach  dem 
Vorstehenden  genügt  eS;  die  2n  Gleichoi^en  (2),  (3),  (7) 
und  (8)  zu  betrachten.  Man  kann  die  erste  derselben  auch 
durch  ihr  Differential  in  Bezug  auf  Xn  ersetzen^  nämlich: 

weil  das  vorgelegte  Problem  keine  Unbestimmtheit  mehr 
enthält.  Indem  man  hierbei  -^ —  durch  seinen  Wert  aus  der 
Gleichung  (3)  ersetzt^  und  femer 

durch  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8);  so  folgt: 
(9)  X,  +  Xp„  +  Pj^^=0. 

Demnach  sind  wir  dazu  gelangt;  vermittelst  der  2n  Glei- 
chungen (3),  (7),  (8)  und  (9)  die  Werte  von 

zu  bestimmen;  die  sich  für  Xn^^^n  bezüglich  auf 

S>  li;  I2;  •••  l«-l;      CDj,  ög,  ...  CD« 

reduzieren. 

Die  Gleichungen;  um  die  es  sich  handelt;  sind  ihrem 
Wesen  nach  partielle  Differentialgleichungen.  Da  sie  aber  die 
Yariabelen  1^;  |g;...|n-.i  nicht  enthalten;  so  lassen  sie  sich 
wie  gewöhnliche  Differentialgleichui^en  behandeht  Man  kann 
sie  in  einer  Formel  zusammenfassen;  nämlich: 

^  — ^—  ?^.— da? 


man  darf  dabei  aber  nicht  aufser  acht  lassen,  dafs  die  Glei> 
chung  (1)  an  Stelle  einer  in  der  Formel  (10)  enthaltenen 
Gleichung  treten  kann. 
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(11) 


Wir  nehmen  nun  an,  daCsi  man  die  Gleiclinngen  (10) 
integriert  hat  and  dalis  die  willkürlichen  Konstanten  so  bestimmt 
sind.  daCs  f.  <. 

ist  für  Xn^in'    Eis  Seien  also: 

X=(p  (Xn,  li,  68>  . .  •  lii-l,  S;  ©1,  .  . .  ön), 

^n—l  =  ^n— l(i«?n;  li;  Ig;  •  •  •  In— 1;  I;  CD^,  .  •  •  »n); 
Pi  *==  ^1  (^«>  6x;  ii>"-  ln-1,  £;  0»li  •  •  •  «11)1 
(12)         A  '^^J  (^«^  ^1'  I21  •  •  •  l«-l;  i>  ©1,  . . . ««); 

Pn  =  ^11  (iJ?ni  li;  !«>  •  •  •  In-li  l>  ©i,  . . .  CD«) 

die  nach  x,  x^, . , .  Xn^i,  Pi,*.  -  Pm  aufgelösten  Integrale.  Das 
allgemeine  Integral  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichmig  geht  aus  der  Elimination  Ton 

I;  ll;  •••  I«— 1,      Ol;  CDj,  . . .  CD« 

zwischen  den  n  Gleichoi^en  (11)  und  den  n  +  1  Gleichungen 

■^(ij  iu  iif"  l«-l;      ®17  CO,,  . . .  ©n)  =  0, 

df  'df  df 

CD,=  j|-,        CD,-jj-,...|D,-i=5|;^ 

hervor,  diese  Elimination  ist  im  allgemeinen  nicht  möglich, 
aulser  wenn  man  die  willkürliche  Funktion  f  fixiert  hat.  Ich 
will  hier  nicht  die  yerschiedenen  Formen  diskutieren,  welche 
man  in  den  yerschiedenen  Fallen  den  Gleichungen  (11)  geben 
kann,  und  verweise  hierfür  auf  die  in  den  „Bemerkungen^^ 
angegebene  Litteratur.  Ebenso  mag  es  dem  Leser  überlassen 
bleiben,  die  in  Nr.  842  gegebene  geometrische  Deutung  auf 
die  n-fache  Mannigfaltigkeit  zu  übertragen. 

849«  Singulare  Lösungen.  Ohne  auf  Entwickelungen 
einzugehen,  welche  die  Grenzen  dieses  Werkes  überschreiten 
würden,  müssen  wir  doch  darauf  hinweisen,  dafs  die  Methode, 
welche  wir  angewandt  haben,  .auch  gewisse  singulare  Lösungen 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bestimmen 
mfst. 
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so    mols;    wenn    wir   mit  dx,  dy,   dz   die   Koordinaten   der 
Bichtting  bezeichnen: 

dz  ^=^  pdx '\- ady 
sein,  und  ancn: 

dz^(]ß  +  8p)  dx  +  {q^  +  8q)  dy,    also:    Spdx  +  Sg^dy  ==  0. 

Da  nun  ^.  s      ^ 

und 

ist,  so  ist 

oder  in  unserer  frülieren  Bezeichnung: 
PSp  +  QSq  =  0. 


d.h. 


Indem  man  in  solch  einer  Richtung  auf  irgend  einer 
Integralfläche  fortgeht,  erleidet  die  zugehörige  Tangentenebene 
eine  ganz  bestimmte  Änderung,  deren  Gröfse  dp,  dq  folgender- 
mafsen  zu  bestimmen  ist. 

Denkt  man  sich  z  und  folglich  auch  p  und  q  als  Funktionen 
Ton  X  und  y  so  definiert,  dafs  bei  allen  Werten  dieser  Varia* 
belen  die  partielle  Differentialgleichung  erfüllt  ist,  so  müssen, 
wenn  wir  für  die  partiellen  Ableitungen  von  f  die  früheren 
Bezeichnungen  wählen: 

dx 
u. s.w.,  die  Gleichungen  bestehen: 


Sonach  wird: 

dx          9q       P 

dx       dy            dz 
P  ""  ö        Pp  +  Qü 
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Nun  ist  aber 

dg ?p 

dx      Fy 

und  wenn  wir  in  der  Torgescliriebenen  Richtung  vorgehen,  wird: 

ox       ^  cy  ax  ex  <öy  äx 

Demnach  erhalten  die  beiden  obigen  Gleichui^en  die  Form: 

iX+Zp)  +  P^  =  0,    iT+Zq)  +  P^  =  0, 

und  sonach  sind  wir  fär  die  Fortschreitung  längs  einer 
Erzeugenden  des  Kegels  auf  das  System  (s.  Gleichung  14) 
geführt: 

dx dy dz dp dg 

und  zugleich  ist  der  Satz  bewiesen:  JUe  Integral  flächen,  todche 
m  einem  gemeinsamen  Punkte  dieselbe  Tangentend^ene  haben, 
berühren  sich  längs  einer  von  diesem  PutiJcte  ausgehenden  Kurve, 
denn  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Ta/ngentenä>ene  ändert, 
wenn  man  in  derselben  längs  der  Erzeugenden  des  zugehörigen 
Kegels  fortschreitet,  ist  für  dUe  Integralflächen  das  nämliche. 

Sonach  bestimmen  die  von  jedem  Punkte  des  Baumes 
ausgehenden;  einfach  unendlich  vielen  Fortschreitungseinrich- 
tungen  eines  Kegels  ein  System  von  dreifach  unendlich  vielen 
räumlichen  Kurven,  oder  besser  ein  System  von  charakteristischen 
Streifen,  indem  zu  jeder  Raumkurve  zugleich  ein  bestimmtes 
System  von  Tangentenebenen  gehört;  jede  Integralfläche  hat 
die  Eigenschaft;  dafs  auf  derselben  ein  einfach  unendliches 
System  dieser  charakteristischen  Streifen  gelegen  ist,  und  daJb 
die  Tangentenebenen  der  Fläche  in  den  Punkten  solch  eines 
Streifens  mit  den  Ebenen,  welche  demselben  zugeordnet  sind, 
zusammenfallen.  Ein  charakteristischer  Streifen  ist  durch 
sein  Anfangselement  bestimmt.  Die  Gleichungen  derselben 
werden  durch  Integration  des  obigen  Systemes  erhalten,  das, 
weil  die  Bedingung 
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(Nr.  137).  Alle  Koeffizieaiteii  p^  nun,  bei  denen  keiner  der 
unteren  Indices  nnll-  ist,  bestimmen  sieh  ans  der  .Anfangs- 
bedingong  (2).    Es  wird: 

far 

Diejenigen  p^  aber^  die  einen  unteren  Index  null  tragen,  findet 
man  aus  der  Di£ferentialgleichung.  Man  erhalt  au&  ihr  und 
den  durch  DiffSerentiation  folgenden  Gleichungen,   wenn  man 

setzt,  der  Beihe  nach: 


(4) 


7»  • 

1 

•  n  ^^ 

1 

(«  =  0,  l,...n), 


Dabei  bedeutet  Xia  die  partielle  Ableitung  Ton  Xx  nach  Xa, 
Xi,  «^1  die  Ton  Xi  nach  0,  und  der  obere  Index  0  deutet  an, 
dals  diese  Werte  an  der  Stelle 

zu  nehmen  sind.  Die  sämtlichen  Koeffizienten  p^  der  Ent- 
wickelung  (3)  sind  also  durch  die  Anfeuigsbedingung  und  die 
Rekursionsformebi  (4)  bestimmt.  Daher  kann  es  nicht  mehr 
als  eine  Funktion  0  yon  der  yerlangten  Beschaffenheit  geben. 
Ob  es  aber  überhaupt  eine  solche  giebt,  hangt  davon  ab,  ob  die 
Beihe  (3)  mit  den  so  bestimmten  p^  konvergiert,  was  nun  zu 
untersuchen  ist. 

2.  Die  Funktionen  Xa  seien  sämtlich  regulär  für  alle 
Wertsysteme  Xq,  x^,  ,,.  Xn,  0,  für  welche 

|ii?a  — ««l^ri,  (a  =  0, 1 ...»)    und     |^  — cl<U 
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ist.    AlfldaTin   giebt  es   eine  reelle  positive  Zahl  r^^  so   dals 

fOr  alle 

|ir2-a;i|^r„(i==l,..n) 
die  Funktion 

regnlär  und  gleichzeitig 

bleibt.     Sei  nun  r  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  r^  und  r, 
und  m  das  MaTiiniim  der  Werte,  die  |  ^  |  in  dem  Gebiete 

annimmt;  M  das  Maximum  der  Werte,  die  die  samtlichen  |  Xa  \ 
amiehmen,  wenn  die 

als  nnabhangige  Variabele  in  dem  Gebiete 

variieren.    Wir  bilden  dann  die  neue  Differentialgleichung  für 
die  neue  Funktion  t: 

(5)  g-»|r(^,^,...^;0.(,+g  +  ^+....  +  gj: 

mit  der  Anfangsbedingung; 

(6)  ^-gj-^C«!,..-«.)    für    a^-a,.    ■ 
Dabei  ist  znr  Abküiznng  gesetzt: 


J7(.-ip)(.-£^) 


U}-'-^) 


Formal  wird  die  Gleichung  (5)  und  die  Anfangs- 
bedingung (6)  wieder  durch  eine  zu  (3)  analoge  Entwickelung 
erfüllt: 

n  n 


868  Siebentes  EapiteL 

wo  die  P^  dieselbe  Bedeutung  für  ^  haben;  wie  die  p^  för  jer. 
Diejenigen  P^,  die  keinen  unteren  Index  null  aufweisen;  sind 
daher  die  Werte  der  entsprechenden  partiellen  Ableitungen 
Ton  if  an  der  Stelle 

Xx^ax,  (X«l  ...n) 

und  als  solche  nicht  kleiner  als  die  entsprechenden  p^  nach 
dem  Satze  der  Nr«  656.    Es  ist  also: 

\c\£m,\pi\£P!,\pi^\^P!^,...](X,  ^,...-l,2...n). 

Diejenigen  P^,  die  einen  unteren  Index  0  aufweisen^  bestimmen 
sich  aber  aus  einem  Gleichungssystem^  das  aus  (4)  hervorgeht^ 
wenn  man  immer  p  durch  P,  alle  Xx  mit  ihren  Ableitungen 
aber  durch  die  Funktion  V  nebst  ihren  Ableitungen  ersetzt; 
d.  h.  es  ist: 

ps-^\^+2^^\ 

pu^^%PL+  (5^  +  n  vs^^)\y^ps+ 1\ 

(a«0,l,...n), 

Dafs  Wa  die  partielle  Ableitung  Ton  !P  nach  Xa^  ^n+i  ^® 

von  9*  nach  i  bedeutet,  braucht  wohl  nicht  besonders  gesägt 

zu   werden;    ebensowenig,    dals  der  obere  Index  0   hier  die 

SteUe 

Xa^aay     (a  —  0  . . .  «),     g  =  w 

bedeutet,  welche  der  Stelle 

entspricht.  Nach  dem  Satze  der  Nr.  656  sind  nun  die  X« 
nebst  ihren  Ableitungen  an  dieser  Stelle  absolut  nicht  grofser 
als  y  und  seine  entsprechenden  Ableitungen  an  jener  Stelle. 
Andererseits  ist  bereits  bewiesen,  dafs  die  p^,  welche  auf  den 
rechten  Seiten  von  (4)  auftreten,  absolut  kleiner  sind,  als  die 
entsprechenden  P^  auf  den  rechten  Seiten  des  letzten  Gleichungs- 
systemes.     Wir  schlie&en  daraus,  dafs  auch  die  linken  Seiten 
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in  (4)  absolut  kleiner  sind  als  die  linken  Seiten  in  dem 
letzten  Gleichungssystem;  d.  h.  es  ist: 

\P0'\<P0',\P0\\<P0^^^■ 

Mitliin  sind  die  sämtUchen  Glieder  der  Reihenentwickelung  (3) 
absolut  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  in  der  Ent- 
wickelung  für  g.  Wenn  diese  konvergiert,  wird  jene  also  gewifs 
konvergieren.  Der  allgemeine  Beweis  unseres  Satzes  ist  also 
geleistet,  sobald  er  für  die  spezielle  Differentialgleichung  (6) 
mit  der  besonderen  Anfangsbedingung  (6)  gelingt.  Ehe  wir 
diesen  aber  führen,  betrachten  wir  noch  einen  anderen 
Spezialfall. 

3.  Wir  nehmen  an,  dafs  in  der  Differentialgleichung  (1) 
alle  Koef&zienten  Xa  mit  Ausnahme  von  X^  identisch  ver- 
schwinden.    Alsdann  entsteht  die  Gleichung: 

Die  Anfangsbedingung  (2)  behalten  wir  in  ihrer  allgemeinen 
Form  bei.     Die  zugehörige  Differentialgleichung  (5)  wird  dann: 

mit  der  Anfangsbedingung: 

(6)  g=fo==V'K;^2>---^n)     für    XQ^a^. 

Dabei  haben  die  Punktionen  W  und  ^  genau  die  oben 
unter  2.  angegebene  Form.     Setzen  wir  aber  zur  Abkürzung: 

^i--Z T— : Z—TTTT'     ^1«- 


so  stellen  Jüfi  und  m^  neben  Xq  und  x^  zwei  neue  unabhängige 
komplexe  Variabele  vor.  Durch  ihre  Einführung  erhalten 
aber  sowohl  die  Differentialgleichung  (8),  wie  die  Anfangs- 
bedingung (6)  genau  die  im  Satz  11  der  Nr.  861  angeführte 
Form.  Es  giebt  also  eine  und  nur  eine  in  der  Umgebung 
der  Stelle 

reguläre  analytische  Funktion  der  vier  Variabelen  x^y  x^, 
Jfj,  m^,   welche   sowohl   die  Differentialgleichung  (8)   als  die 

S  e  T  T  e  t ,  DifF.-  u.  Integral  -  Bechnun g.  m.  2.  Aufl.  24 
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Anfangsbedingung  (6)  erf&Ut.  Nun  sind  aber  M^  nnd  m^ 
ihrerseits  analytische  Punktionen  von  x^y  ...Xn,  welche  sich  in 
der  Umgebung  der  Stelle 

regulär  verhalten  und  an  dieser  Stelle  selbst  auf 

reduzieren.  Nach  Nr.  654  ist  daher  die  oben  gefundene 
Lösung  iy  welche  (8)  und  (6)  erfüllt,  eine  analytische  Funktion 
von  Xq,  Xi,.,.Xny  welche  in  der  Umgebung  der  Stelle 

XQ=^aQ,    a?i  =  ai,    0^  =  0^, ...  a;„=an 

sich  regulär  verhält.  Das  Theorem,  welches  wir  an  die  Spitze 
dieser  Nummer  gestellt  haben,  ist  daher  fQr  die  Differential- 
gleichung (8)  bei  der  Anfangsbedingung  (6)  und  daher  auch  far 
die  Differentialgleichung  (7)  bei  allgemeiner  Anfangsbedingung 
erwiesen. 

4.  Um  nun  die  Allgemeingiltigkeit  unseres  Satzes  zu  er- 
kennen, genügt  es,  ihn  far  die  Differentialgleichung  (5)  und 
die  Anfangsbedingung  (6)  zu  erweisen.  Dies  thun  wir,  indem 
wir  neue  Veranderliche  einführen  und  dadurch  unsere  Glei- 
chung (6)  auf  die  Form  (7)  bringen.    Wir  setzen: 

SR     1 1  SC^    1 1  ...    I    <u 

und  bezeichnen  die  dem  Werte  xx  =  ax  entsprechenden  Werte 
der  yx  mit  yx  =  hx>  Jede  analytische  Funktion  der  Xx,  die  in 
einer  Umgebung  der  Stelle  Xx==  ax  regulär  ist,  geht  dann  über 
in  eine  analytische  Funktion  der  y,  die  in  der  Umgebung  von 
yx  ==  hx  regulär  ist  und  umgekehrt.  Die  Differentialquotienten 
von  g  aber  gehen  über  in: 

dx^       n  dy^  '^  dyj 
und  daher  wird: 

dx^    '   dx^  ''  ^  dx^       dyi ' 
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Die  Differentialgleichmig  (5)  erhalt  also  die  Form: 

Setzen  wir  schlieJblicli 

i  +  Vi^v, 

so  geht  die  Gcleichimg  über  in 
nnd  die  An&ngsbedmgiuig  in 

(10)  i'^i'  +  yv 

Nach  dem  Bemerkten  ist  aber  tfß  analytisch  und  regulär  in 
^1 . . .  y„  in  der  Umgebung  von 

und  das  gleiche  gilt  von  ^  +  Vv  Ebenso  geht  V  über  in  eine 
analytische  Punktion  yon  Xq,  yi,...yn;  V>  ''Solche  in  der  Um- 
gebung der  Stelle 

^0==  «o;  yi  =  6i>  •  -  y«='  6«;  1?  «  w  +  6i 
(was  f  =  w  entspricht)  regulär  ist  in  ihren  Argumenten 
Xq,  S^i  . . .  ynf  V'  Endlich  hat  die  Differentialgleichung  (9) 
genau  die  Form  (7)^  also  ist  der  unter  3.  bewiesene  Satz  an- 
wendbar und  mithin  das  Existenztheorem  für  die  Gleichung  (9) 
und  die  Anfangsbedingung  (10)  erwiesen.  Geht  man  von  den 
Variabelen  Xq,  yi, . . .  yn,  V  ^^^  wieder  über  zu  den  ursprüng- 
lichen Xq,  x^  ...  Xny  iy  so  folgt  das  Existenztheorem  for  die 
Gleichung  (ö)^it  der  Anfangsbedingung  (6)  und  daher  auch 
seine  Giltigkeit  für  eine  allgemeine  lineare  Differentialglei- 
chung (1)  mit  einer  allgemeinen  Anfangsbedingung  (2). 

858,  Anwendung  auf  gewöhnliolie  Differentialglei- 
ohnngen.  Wir  wollen  annehmen^  dafs  die  lineare  homogene 
Differentialgleichung  (1)  der  vorigen  Nummer  das  0  explicite 
nicht  enthalte^  und  die  Funktion  9  in  der  Anfangs- 
bedingung (2)  der  vorigen  Nummer  so  spezialisieren,  dafs  sie 
der  Reihe  nach  gleich  wird: 

24» 
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Dem  entsprechen  dann  n  Lösungen  0  der  Gleichung  (1)  der 
vorigen  Nummer,  die  wir  entsprechend  mit 

(D^(pO,  a^i,  . . .  X„),      (D^(X,  X^y...  Xn),  .  ^ .  <On(x,  X^  .  ,  ,  Xn) 

bezeichnen  wollen.  Ferner  schreiben  wir,  wie  wir  es  soeben 
schon  in  den  Argumenten  der  gj  gethan  haben,  so  auch  im 
folgenden  in  dieser  Nummer  immer  x  statt  Xq,  Die  o  sind 
voneinander  unabhängig  im  Sinne  der  Nr.  725.  Bestünde  eine 
Identität:  ,r  -1      r, 

bei  unabhängigen  Variabelen  x,  oc^, ,..  Xn,  so  ginge  diese  für 
x  =  Uq  über  in  die  Gleichung: 

0{x^,x^,...x„)  =  O, 

welche  für  unabhängige  Variabele  x^,  x^  ...Xn  bestehen  müfste. 
Dies  ist  aber  ein  Widerspruch.  Betrachtet  man  ferner  die 
Determinante: 

d{x^,x^,,..xy 

so  ist  diese  für  x^^a^  gleich  1,  also   von   null   verschieden. 

Hieraus  folgt  aber,  dafs  das  zu  (1)  äquivalente  simultane 
System: 

dx^ dx^ dxn 

immer  n  unabhängige  Integrale  besitzt: 

(12)  C3i(ir,  0?!,  . .  .  Xr)  =  Ci,  .  .  .    G}n{x,  iT^,  .  . .  X^  =  Cn, 

WO  die  linken  Seiten  in  der  Umgebung  von      ^ 

Xq  =  Q/Qy         X^=  d^y   . ,  *     Xn=  Ctfl 

reguläre  analytische  Funktionen  ihrer  Argumente  sind,  und 
dafs  diese  Gleichungen,  nach  x^y  x^y...Xn  aufgelöst,  diese  als 
analytische  Fuiiktionen  von  Xy  q,  C2;  •••  ^«  ergeben.  Dieselben 
sind  regulär  in  der  Umgebung  von 

X=  O/Qy      Cj  =  Cj  ,  .  .  .    Cn=  Cn  y 

wenn  q®,  (^^y,,,Cn^  die  Werte   bedeuten,   die  c^,  c^y...Cn  für 
x=^a.y    x.  =  a.y,..  Xn=an 
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annehmen.  Hiermit  ist  anch  die  in  Nr.  723  aufgestellte  Be- 
hauptung erwiesen,  nach  welcher  die  Lösungen  eines  simultanen 
8y Sternes  omalytische  Fmiklionen  von  der  unabhängigen  Variabelen 
und  der  Integrationsicanstanten  sind,  die  sich  in  der  Umgebung 
der  betrachteten  Stelle  regulär  verhalten. 

unwesentlich  ist  bei  allen  diesen  Betrachtungen  die  spe- 
zielle Form,  welche  wir  der  linearen  Differentialgleichung  (1) 
gegeben  haben.    In  der  Umgebung  jeder  Stelle 

(»0,  a^,...an), 

in  der  die  Voraussetzungen  des  Satzes  lU  erf&Ut  sind, 
existieren  n  unabhängige,  reguläre  Integrale  bei  jeder  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  der  Form: 

vorausgesetzt,  daTs  die  Funktionen  X  von  x^,  Xi,  .,.Xn  nicht 
sämtlich  an  der  Stelle 

(«0,  ai,  ...a„) 

verschwinden.  Denn,  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kann  man 
das  X,  das  an  dieser  Stelle  nicht  null  ist,  mit  X^  bezeichnen 
und  die  Bezeichnungsweise  für  die  x  gerade  so  einrichten, 
daTs  Xq  mit  ^—  multipliziert  erscheint.    Dann  kann  man  nach 

ö —   die  Differentialgleichung  auflösen   und  ihr  so  wieder  die 

Gestalt  (1)  verschaffen. 

864.  Systeme  von  linearen  Gleichungen.  Es  ist  sehr 
leicht,  das  Ezistenztheorem  der  Nr.  852  auf  ein  System 
von  beliebig  vielen  linearen  homogenen  Gleichungen  zu  über- 
tragen.    Es  gilt  der: 

SatsIV.  Gegeben  ist  ein  System  von  q  partiellen  Differential- 
gleichungen in  q  unbekannten  Funktionen  g^,  z^, ...  0q  von  n+  1 
unabhängigen  Variabelen  Xq,  x^,  ... Xn  von  der  Form: 

y=l...«  (««1,  ...2), 
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sofvie  die  q  Anfcmgsbedmgwngen: 

für  Xq  =  a^.    Für 

Xq  =  Äq;      Xi=  diy  »  , ,  Xn  =^  dn 

werde  sfa  —  Ca-  Die  X  sowohl  als  die  ^  seien  irgend  wdehe  ana- 

lytiseJie  Fmktionen  ihrer  Argwinente,  die  sich  in  der  Umgebung  der 

Stdle 

^o=*^o;    ^i=öti, ...  a:n  =  a»,    ^^«Ci, ...  0n  =  Cn 

regtdär  verhalten.  Jßsdawn  giebt  es  ein  tmd  nur  ein  in  der 
Umgebung  dieser  Stdle  reguläres  System  von  analytischen 
Funktionen  ea  von  x^,  Xi,,..Xn,  das  Sowohl  die  Differential- 
gleichtmgen  als  die  Anfangsbedingungen  erfüllt 

Zum  Beweise  yeTfahrt  man  ganz  analog  wie  in  Nr.  853. 
Für  alle  Werte 

IXa  —  aal^Tyl^ß  —  Cßl^B 

möge  sein  für  jedes  X 

|X|<Jlf    und  für  jedes  f*    |y^|<m. 
Man  ersetze  nmi  alle  X  dnrch: 

''*''^'-"""-"'"('-')ZT(-5^)n(-^)' 

alle  9  dnrch  "  ^ 


f{Xi,X^,...Xn)=-- 


m 


m-'-^) 


a^l 


Alsdann  entsteht  ein  System  von  q  Gleichungen  für  q  Funk- 
tionen ^: 


•2 
y  =  l...n 


mit  den  Anfangsbedingungen 

für  Xf^  =s  a^y  das  jedenfalls  nichts  mehr  als  ein  Lösungssjstem 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  besitzen  kann. 
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Da  nim  sowohl  die  Differentialgleichiiiigeii  als  die  Anfimga- 
bedingnngen  f&r  die  ^  in  diesen  symmetrisch  sind,  müssen  alle  ia 
—  wenn  sie  überhaupt  existieren  —  einander  gleich  sein. 
Setzen  wir  daher 

6i-& ti-t, 

SO  geht  das  System  über  in  die  eine  Gleichung  für  ^i 

mit  der  Anfiuigsbedingang: 

t==-if(Xi..,Xn)    für    rco—ao. 

Die  Existenz  einer  solchen  Lösung  ist  aber  in  der  Yorigen 
Nummer  und  damit  auch  das  Theorem  dieser  Nummer  er- 
wiesen. 

866.    Die    allgemeine  Gleidhnng    erster  Ordnung.     Es 

gilt  das  Theorem: 

SatB  V.     Oegd>en  sei  die  IHfferentiälgleichung 

find  die  Anfangsbedingung: 

(2)  e---aQ=^v{xi,.,.Xn)    für    XQ^a^. 

Für 

x^^Oi,    iBj  =  aj, ...  a?«  =  an 

i4^de 

dZf^  dgf^ 

In  der  Umgebung  der  Stdle 

sei  g),  in  der  Umgebung  der  Stelle 

dz  dz 

sei  f  eine  reguläre  analytische  Funktion  ihrer  sämtlichen  Argur 
mentCj  wenn  diese  als  JmUer  unabhängige  Veränderliche  auf- 
gefafst  werden.  Alsdann  giebt  es  eine  und  nur  eine  in  der 
Umgebung  der  Stelle 

Xq  *=  Äq;  •  •  •  ^n  =  ö^n 
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reguläre  ondUfHsdie  FufiMian  0  van  x^y  x^f.,.Xny    die  sowohl 
die  Differentialgleichimg  als  die  Anfangsbedingung  erfiäU. 

Znm  Beweise  ersetzen  wir  die  Grleichnng  (1)  durch  ein 
lineares  System.     Setzt  man  zunächst 

l^=P^   (X  =  l,2...«) 

nnd  betrachtet  diese  px  als  neue  Veränderliche,  so  tritt  an  Stelle 
der  einen  Gleichung  (1)   ein  System  von  n+  1  Gleichungen: 

(la)    ^^=^f{x^yX^,...Xn,Z,p^y...Pn\^=Px,    (X  =  l,2...w) 

in  w  +  1  Unbekannten  Zy  p^, . .  .pn  mit  den  n  +  1  Anfangs- 
bedingungen: 

(2a)        ^  =  ^o=9(^i;---^«)^    Px==Px^-=^ ä^^T"^' 

für  Xq  =  »Q. 

Das  System  (la)  ist  bereits  linear,  aber  nicht  wie  in 
Nr.  854  nach  den  Ableitungen  der  unbekannten  nach  x^  auf- 
gelöst. Um  dies  zu  erreichen,  differentiieren  wir  die  erste 
Gleichung  nach  Xx.    Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

^  =  P„(A  =  1,2,...»), 

SO   werden  f  Pxq,  Px  analytische  Funktionen  der  x,  z,  Pj  die 
in  der  Umgebung  der  Stelle 

regulär  sind.     Zugleich  wird: 

Die  Differentiation  der  ersten  Gleichung  (la)  nach  xx 
liefert  also  zusammen  mit  dieser  Gleichung  selbst  das  System 

mit    den    Anfangsbedingungen    (2  a).      Hierauf   ist    nun    das 
Theorem  der  vorigen  Nummer  anwendbar.    Es  giebt  also  ein 
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und  nur  ein  System  von  analytischen  Funktionen  {z,  p^, 
P29  "'Pn),  das  sich  iu  der  Umgebung  der  Stelle 

^0=  %y  a?i  =  a^, . . .  fl?n  =  (^n 
regulär  verhält  und  die  Gleichungen  (Ib)  und  die  in  (2a)  an- 
gegebenen Anfangsbedingungen  erfüllt.  Denkt  man  sich  dieses 
System  in  die  erste  Gleichung  (Ib)  eingesetzt,  so  entsteht 
eine  Identität  in  sämtlichen  x,  welche,  nach  xx  differentiiert, 
uns  liefert:  « 

Diese  Gleichung  besteht  identisch  für  unser  Lösungssystem 
von  (Ib).  Es  folgt  daraus  durch  Integration  nach  XQy  dals 
das  Lösungssystem  die  Gleichungen  erfüllt: 

dz_ 

■X 

wo  X  eine  unbekannte,  aber  von  Xq  unabhängige  Funktion  be- 
deutet. Für  XQ  =  a^  wird  aber,  da  das  Lösungssystem  die 
Anfangsbedingung  (2  a)  erfüllt, 

dz  ^  d(p 
und  zugleich  auch  ^  ^ 

Also  ist  %  für  Xq  ==  a^  gleich  0,  identisch  für  alle  a^^ ,  a?g, . . .  a:« .  Da 
aber  %  von  x^^  frei  ist,  ist  es  überhaupt  identisch  null.  Also  erfüllt 
unser  Lösungssystem  identisch  für  alle  x^j  x^,  ,,,Xn  die  Glei- 
chungen ^^ 

Das  gefundene  z  genügt  also  sowohl  der  Differentialgleichung  (1) 
als  der  Anfangsbedingung  (2),  und  unser  Satz  ist  bewiesen. 


^==JP;i  +  %(a;i,a^,...irn), 


Achtes  Kapitel 
Partielle  Differentialgleichuiigeii  höherer  Ordnung. 


§  1.  Monge-Amp^resche  Oleichimgen. 

856.  Fragestellung.  Die  Analysis  besitzt  noch  keine 
allgemeine  Methode  zur  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichongen;  welche  yon  höherer  als  der  ersten  Ordnung  sind. 
Es  giebt  indessen  einige  Methoden,  welche  in  gewissen  Fallen 
zmn  Ziele  fOhren,  und  in  dieser  Beziehung  tritt  vor  allem  die 
Klasse  der  Gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei  unab- 
Mngigen  Yariabelen  hervor,  welche  zum  ersten  Male  von 
Monge  untersucht  und  sodann  yon  Ampere  wieder  auf- 
genommen wurde  in  einer  Abhandlung,  welche  im  Jowmal 
de  VEcöle  Polytechnique  (Gah.  17  nnd  18)  enthalten  ist  Die 
Resultate,  zu  denen  dieselben  gelangt  sind,  glauben  wir  hier 
noch  mitteilen  zu  müssen. 

Indem  die  Yariabelen  durch  x,  y,  z  dargestellt  sind^ 
setzen  wir: 

dz=^pdx  +  qdy,    dp  =  rdx  +  sdy,    dq  ==  sdx  +  idy. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  u  und  v  zwei  gegebene  Punk- 
tionen von  Xf  y,  0,  jp,  2>  nämlich 

und  betrachten  die  Gleichung  erster  Ordnimg: 

(1)  *(«,«)  =  0, 

in  welcher  9  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet.  Indem 
man  ebenso  wie  in  Nr.  88  verfahrt,  kann  man  diese  willkür- 
liche Funktion  eliminieren  und  also  eine  partielle  Differential- 
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gleichung  zweiter  Ordnung  Isilden.  Denn  es  ergeben  die 
Differentiationen  nach  x  und  nach  y  bezüglich: 

d^rdu  ,     du  ,    du  ,    dui  ,  d^rdv  ,    dv  ,    dv  ,    dv]    ^ 

xind  indem  man  die  Verhältnisse  der  Ableitungen  y- >  -^ 
hieraus  eliminiert;  erMlt  man  eine  Qleichnng  yon  der  Form: 
(2)  Hr  +  2Ks  +  Lt  +  M  +  N(rt  -  s«)  =  0, 

in  welcher  -ff,  K,  L,  Jlf,  N  gegebene  Funktionen  von  a:,  y, 
Sj  py  q  sind. 

Die  öleichxmg  (1),  ans  welcher  wir  die  Gleichung  (2)  ge- 
wonnen haben,  kann  auch  in  der  Form 

V  ==  9  (w) 

dargestellt  werden,  wobei  9  eine  willkürliche  Funktion  von  u 
bezeichnet;  sie  heilst  ein  intermediäres  Integral  der  Gleichung  (2), 
und  das  Problem  der  Integration  der  Gleichung  (2)  ist  dann 
auf  die  Integration  der  Gleichung  (1)  zurückgeführt. 

Wir  nehmen  nur  an,  dals  H,  K,  L,  M,  N  in  der  Glei- 
chung (2)  gegebene  Funktionen  von  x,  y,  0,  p,  q  bezeichnen. 
Es  kann  der  umstand  eintreten,  dals  diese  Gleichimg  (2)  kein 
intermediäres  Integral  besitzt.  Existiert  aber  ein  solches  Inte- 
gral, so  laust  sich  dasselbe  folgendermafsen  bestimmen. 

857*  Umfozmung  des  Integrationsproblems.  Wir  fahren 
mit  Ampere  eine  Funktion  yon  x  imd  y  ein,  die  zunächst 
noch  unbestimmt  ist  und  die  wir  mit  a  bezeichnen  werden; 
y  läTst  sich  als  eine  Funktion  yon  x  und  a  betrachten,  imd 
folglich  werden  auch  jer,  p,  q  Funktionen  von  x  und  a.  Nach 
den  für  die  Änderung  der  unabhängigen  Yariabelen  geltenden 
Formehl  wird: 

dx-^^+^dx'     da"  ha 
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Die  Elimination   von  s  und  t  zwischen  den  drei  letzten 
Gleichtingen  (4)  giebt  zunächst: 


(5) 

P  _dq  dy      dq  ay. 

a«     dx  a«     a«  a«^ 

ferner  hat  man  ebenfalls  nach  den  Gleichungen  (4) 

dq                                  dq 

^        dcc         ^       dq        dy   doc^ 
^"^  dy'     ^""aa?      dx  dy^^ 

(6) 

da                                       dcc 

dq 
^_(dp       dq  dy\,(dy\^  a«  . 
^  ""  \dx      dx  dx)  "^  \dx)    dy^ ' 

also: 

a« 

c)     "-^'—m'Ht^mw- 

da 

Substituieren   wir  nun  in   die   Gleichung  (2)   die  Werte 
von  r,  s,  ty  rt  —  s^  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7),  so  folgt: 


(8) 


dq 
da 


wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

*=B(i-iii9+2^i+«-*(a)' 


(9) 


Wir  verfügen  jetzt  über  die  unbekannte  Funktion  von  x 
und  a,  welche  y  definiert,  derart,  dafs  D  =  0  wird;  die  Glei- 
chung (8)  reduziert  sich  alsdann  auf  ^  =  0;  mithin  ist  das 
Problem  darauf  zurückgeführt,  vier  Funktionen  y,  0,  p,  q  von  x 
und  a  zu  finden,-  welche  den  beiden  Gleichungen  (3)  genügen, 
femer  der  Gleichung  (5),  und  endlich  den  beiden  Gleichungen: 

Sß_o,     D  =  0. 
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Wenn  man  in  der  zweiten  Gleichung  (9)  an  Stelle  von 
-~  und  ^  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (4)  einsetzt ,  so 
folgt: 

und  folglich  ergiebt  die  Gleichung  D  =  0: 


dy  _K-Ns ±y(g-  Ns)*- (g+  Nt)  {L  +  Nr) 
dx^  H+Nt 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 

(10)  a^E}'-HL  +  MN 

setzt  und  die  Gleichung  (2)  beachtet: 

dy  _^-'N8±^Q 
dx  H+Nt 

Hieraus  folgt: 

oder,   indem   man  wieder  -^  an  Stelle  von  s  +  t^  einführt: 
'  ex  ex 

(11)  jff  +  jr|f-jsrq:yö  =  o. 

Die  Gleichung  $ß  =  0  wird,  wenn  man  S^'  ^^^^  seinen 
Wert  aus  der  Gleichung  (11)  ersetzt: 

(12)  ^ff|f  +  (jrTyGjfi  +  M  =  o. 

Wenn  H  und  N  nicht  null  ist,  so  kann  die  Gleichung  (12) 
auch  durch  die  folgende  ersetzt  werden: 

(13)  i^|f-(JrT>^)|f+i  =  0, 

welche  man  durch  Elimination  yon  ~  aus  den  beiden  yorigen 
erhalt. 

858.  Bedingung  für  die  Ausführbarkeit  der  Integration. 

Die  Einführung  der  Variabelen  a  hat  den  Zweck,  die  Er- 
zeugung einer  durch  die  partielle  DiiGferentialgleichung  dar- 
gestellten Fläche  vermittelst  eines  Systemes  von  Kurven  zur 
Evidenz    zu    bringen.     Dieser   Parameter   a   ist  konstant   für 
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eine  erzeugende  Eurve^  längs  welcher  y  und  0  Funktionen  von  x 
allein  sind,  und  folglich  ist  für  solch  eine  ]Surye  da  gleich 
nulL  Die  Gleichungen  (11)  und  (12),  welche  für  diese  Kurve 
gelten,  können  also  folgendermaGsen  geschrieben  werden: 


(14) 


Hdy  +  Ndq  -iK±  /G)  dx  «  0, 

Hdp  +  (Jf  =F  VÖ)dq  +  Mdx  =  0, 
d0  —  pdx  —  qdy  =  0. 


Die  Methode  der  Integration,  welche  wir  im  Auge  haben, 
führt  nur  in  dem  Falle  zum  Ziel,  wo  man  eine  Funktion  F 
der  Ghrofsen  x,  y,  jer,  p,  q  bestimmen  kann,  deren  totales 
Differential  auf  Ghimd  der  drei  Gleichungen  (14)  null  wird. 
Nun  ist: 

^^-ü^'^  +  d^^y  +  rz^'  +  di^P  +  H^^'^ 

wir  eliminieren  dpy  dq,  dz  zwischen  den  Gleichungen  (14)  und 
der  Gleichung  dF=0,  und  setzen  die  Koeffizienten  der  nach- 
bleibenden Differentiale  dx  und  dy  gleich  null,  so  folgt: 


(16) 

oder  durch  Elimination  von 


;f|i+i^,f-:+(x^)|r-ir|r_o, 


dV, 


(16)    j|r+(2i:±yö)|r+[Sp+(i£:±y(y)<z]|r-jif|r=o. 

Die  beiden  Gleichungen  (15)  reduzieren  sich  auf  eine 
einzige,  wenn  N  =  0  ist;  in  diesem  Falle  tritt  die  Glei- 
chung (16)  an  die  Stelle  von  einer  derselben. 

Die  Funktion  V  mufs  also  zugleich  zwei  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  genügen,  umgekehrt  ULfet 
sich  leicht  beweisen,  dafs,  wenn  eine  Funktion  V  existiert, 
welche  die  Gleichungen  (15)  und  folglich  auch  die  Gleichung  (16) 
erfüllt,  dieselbe  auch  der  ursprünglichen  partiellen  Differential- 
gleichung genügt,  wenn  man 

(17)  dr=0     oder     F=const. 
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setzt.  Denn  die  Gleichung  (17)  ergiebt  durch  Differentiation 
nach  X  und  y\ 

dv  ,    dv  .    dv  .    dv     ^ 

j^+ptf  +  ^'W^'h^^' 

Berechnet  man  hieraus  die  Werte  von  -^  und  -g— ^  um 
sie  in  die  Gleichung  (15)  einzufahren,  von  denen  wir  annahmen, 
daljs  sie  identisch  erfüllt  sind,  so  folgt: 

(irq:/Ö-2^s)|I-(J5r+JV0^='O, 

und  die  Elimination  der  Ableitungen  -«-;  -^  ergiebt  folglich: 

(i  +  Nr)(H+  Nt)  -  {K-Nsy+  ö  =  0, 
*^^*  Hr  +  2Ks  +  Lt  +  M+N(rt-s')  =Ö. 

869.  Darchführong  der  Integration  in  einem  besonderen 
Falle.  Wir  nehmen  demnach  an,  dals  die  Gleichungen  (15) 
eine  gemeinsame  Losung  besitzen.  EniMlt  diese  Lösung  eine 
willkürliche  Funktion,  so  liefert  sie  ein  intermediäres  Integral 
der  ursprünglichen  Gleichung.  Diese  Annahme  wird  erfüllt 
sein,  wenn  man  zwei  Funktionen  u  und  v  von  x,  y,  z,  p,  et 
finden  kann,  deren  Differentiale  vermöge  der  Gleichungen  (14) 
null  werden;  denn  es  ist  evident,  dals  dann  dieselbe  Eigenschaft 
auch  der  Funktion  9{uy  v)  zukommt,  was  auch  immer  die 
Funktion  9  sein  mag;  man  genügt  folglich  den  Gleichungen  (15), 
indem  man  F=  $(t^;  v)  annimmt,  und  hat  sonach  das  inter- 
mediäre Integral 

9{u,  v)  =  0     oder    v  =  y (w); 

tp  bezeichnet  wie  9  eine  willkürliche  Funktion.  Die  Er- 
zeugende der  durch  dieses  Integral  dargestellten  Fläche  ist 
definiert  durch  die  beiden  Gleichungen 

wobei  a  ein  variabeler  Parameter  ist. 
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Es  bleibt  nun  noch  eine  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  zu  integrieren.  Wenn  aber  die  mit  G  be- 
zeichnete Ghröfse  nicht  null  ist;  so  kann  unsere  Methode  uns 
zwei  intermediäre  Integrale  liefern: 

indem  man  die  Wurzel  ^ö  nacheinander  mit  dem  positiven 
und  mit  dem  negativen  Zeichen  nimmt.  Dann  hängt  die  Be- 
stimmung von  j8f  nur  von  der  Integration  einer  totalen  Diffe- 
rentialgleichung 

•     d0==pdx  +  qdy 

ab,  indem  p  und  q  bestimmte  Funktionen  von  x,  y,  z  auf 
Grund  der  beiden  intermediären  Integrale  sind.  Um  diese 
letzte  Rechnung  auszuführen,  kann  man  als  unabhängige 
Variabele  die  Gröfsen  wählen,  von  denen  die  willkürlichen 
Funktionen  abMngen. 

860.  Verallgemeinernngen.  Die  vorstehende  Methode 
läfst  sich  ohne  Schwierigkeiten  auf  alle  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  ausdehnen,  welche  intermediäre 
Integrale  zulassen.  Handelt  es  sich  aber  dabei  um  eine  Glei- 
chung, welche  nicht  die  Form  hat,  welche  wir  voraussetzten, 
so  enthalten  die  entsprechenden  Gleichungen  wie  (14),  auf 
welche  die  Methode  führt,  noch  die  Ableitungen  r,  s,  t\  man 
mufs  denselben  dann  noch  die  beiden  Gleichungen 

dp  =  tdx  +  sdy,     dq  ==  sdx  +  idy 

hinzufügen.  Die  weitere  Rechnung  bleibt  mit  einigen  Kom- 
plikationen die  nämliche;  wir  können  indessen  bei  diesem 
Gegenstande  nicht  verweilen. 

861.  GeometrlBOlie  Interpretationen.  Eine  Flächenfamilie, 
bei  welcher  sich  jede  Fläche  aus  einfach  unendlich  vielen 
Kurven  eines  zweifach  unendlichen  Systemes  zusammensetzt, 
ist  durch  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  charakterisiert;  eine  Flächenfamilie  dagegen,  bei 
welcher  jede  Fläche  das  ümhüllungsgebilde  eines  einfach 
unendlichen  Flächensystemes  bildet,  das  aus  einem  zweifach 
unendlichen   beliebig   herausgegriffen   wird,   hängt   von    einer 
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nicht  Unea/ren  partiellen  Differentialgleicliniig  erster  Ordnung 
ab.  Wir  wollen  zeigen^  wie  man  durch  Erweiterung  dieser 
Sätze  zu  gewissen  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  kommt. 

Es  sei  ein  System  von  dreifach  unendlich  vielen  Baum- 
kurven^  oder  —  wie  man  sagt  —  ein  Komplex  von  Eurven^ 
gegeben  durch  die  Gleichungen: 

(1)    F(x,  y,  0,  Ol,  «j,  «s)  =.  0,      9(xy  y,  e,  cc^,  «,,  «3)  ==  0, 

in  welchen  cc^,  cc^,  cc^  willkürliche  Eonstanten  sind.  Ghreiffc 
man  ein  einfach  unendliches  System  heraus,  indem  man  die 
willkürlichen  Gleichungen 

einführt;  so  entsteht  eine  Fläche.  Ihre  partiellen  Ableitungen  j>;  q 
sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

dF         ^F _       dF  doc^        d^  a*  _       d^  da^ 

dF         SF  _      dF  doc^       d^  d^  _      d^   dcc^ 

da^^doc^  ^dx_jj^dz_       dx  "^-P  dz 
dx'Jy       dF^.      FF^d^    ,       d^ 

oder:  ^^'^      ^"^^"^ 

\dx  dy       dy  dx)'^P\de  dy       dy    de/'^^Kdx  dz        dz  dx)'^^' 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  enthalten  die  willkürlichen 
Ghröijsen  cc^,  a^,  cc^,  nicht  aber  die  Ableitungen  derselben; 
schreibt  man  die  Gleichung  (2)  in  der  Form: 

(3)  Z  +  pX  +  qY=^0, 

so  ist  sie  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung.  Man  kann  darin  zwei  der  Eonstanten  vermittelst 
der  Gleichungen  (1)  eliminieren;  alsdann  enthält  die  Gleichung 
noch  eine  willkürliche  Eonstante^  und  also  ist  die  FEchen- 
familie  auf  drei  verschiedene  Weisen  durch  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche  noch  eine  will- 

S  e  r  r  e  t ,  Biff.-  n.  Integr»!  -  Bechnung.  HL  8.  Aufl.  26 
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kflrliche  Konstante  enthalt,  chankterisierbar.     Man  bilde  nun 
weiter  durch  partielle  Differentiation  nach  x  nnd  nach  y: 

[dz  ,   dZda^\  ,     (dX  ,   dXda{\  ,      (dT  ,  dYd€c^\  ,     V  .     TT      i^ 
/dz  ,  dZdoc^\  ,      /dX  ,  dXda^\  ,      /dY  ,   dYda^\  ,      ^  ,  ^v      r. 

und  ersetze  -g-^'j^  Anreh.  seinen  Wert  ans  der  obigen  Glei- 
chung, so  wird: 

dz,     dX  ,     dY.     „,     „       a«,        dF  ,     dF 
dZ.     dX.     dT.    ^.^~  da,   ~dF,     dF 

Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form: 

A  +  rX  +  sY 

so  ist 

(4)      {ÄD  -  BC)  +  rXD  +  s(TD  -  XC)  -  tTG^O, 

und  dies  ist  die  Form  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung^  auf  welche  jede  Flache  des  be- 
trachteten Systemes  führte  wenn  man  hier  noch  die  eine  will- 
kürliche Ghröfse  cc^  yermittelst  der  Gleichung  (3)  eliminiert. 
Zwischen  den  Koeffizienten  yon  r,  s,  t  besteht  die  Beziehung, 

*^  -  4.XTCB  =  {TD  -  XCy 

ist;  denn  es  ist  wegen  (3): 

Die  Flächenfamüie  ist  also  cJtaraJcterisiert  dwrch  eine  lineare 
partielle  Differentialgleichwng  zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

Er  +  2Ks  +  Lt  +  M=  0, 

in  welcher  HL  —  K^=^0  ist;  wobei  diese  GUicku/ng  drei  erste 
Integrale  mit  je  einer  wiWcürlichen  Eonstanten,  oder,  da  zwischen 
den  willkürlichen  Konstanten  zwei  willkürliche  Funktionen  ein- 
geführt werden  können,  zwei  intermediäre  Integrale  besitzt. 
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Es   werde  femer    ein   dreifach    unendliclies   System   yon 
Flächen  betrachtet: 

(1)  ^  =  F(x,y,  a^y  «8,  «s); 

nnd  ans  demselben  vermittelst  zweier  willkürlicher  Funktionen: 

ein  einfach  unendliches  System-  herausgehoben.  Jede  Ein- 
hüllende eines  solchen  Systemes  gehört  einer  Flachenfamilie  an^ 
deren  partielle  Differentialgleichung  ermittelt  werden  soll;  es  ist: 


P' 

dF 
~  dx 

,  dF  a«. 
■•"a«,  dx' 

dF  du, 

a«,  dy' 

nnd  da  für  die  einhüllende  Flache  auch 

wird, 

(2) 

so  ist 

dF 

du, 

dF 
P-dx' 

=  0 

dF 

Da  man  aus  den  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  zwei  will- 
kürliche Eonstanten  eliminieren  kann,  so  sieht  man,  dab  die 
Flachenfamilie  auf  drei  verschiedene  Weisen  durch  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  charakterisiert  werden 
kann,  in  welcher  eine  willkürliche  Eonstante  vorkommt.  Es 
ist  nun  weiter,  wenn  man  zur  Vereinfachung  für  cc^  immer  a 
schreibt: 

_d*F        d^F   da        ._d^F        d^F   da 
^  "■  aaj»  "^  dadx  dx'      ^^  dy*^  dctdy  dy' 

^  ""  dxdy  "^  dadx  dy      dxdy  "^  dady  dx^ 
nnd  weil  femer 

d'F    .d^Fdcc       ^     _,       d'F    .d'Fdcc       ^ 


dadx^da*dx  dady^  da^  dy 

so  wird:  _  a^\ d^F/da^ 

V  dx*)    ""       da^Kdxl' 

(   __  .ÜZ.^ d^F  da  dcc 

V  dxdy)'"      da*  dxdy' 

/._g^\ d*F/da\^ 

V  dy')   ~      da*  \dy)  ' 

25'« 
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Also  ist  d^F\(.       a»F\       /  ?«F\a     ^ 

oder 

Schreibt  maa  diese  ßleicilung  in  der  Form: 

Er  +  2Ks  +  Lt  +  M+  N{rt  -  s*)  =  0, 

indem   man  sich   aus   den  Gleichungen  (l),  (2),  (3)   die  will- 
kürlichen Eonstanten  eliminiert  denkt,  so  ist: 

H K_  ^Jj_^ M N_ 

d^F^     d^F     c*F       rd^Fd^F   /a'.y\n^-i^ 

ay»  dxdy       dx^  Idx^  8y«     \dxdy)  ] 

und  es  ist  G=^E}^{HL-MN)^0. 

Die  betrachtete  Flächenfamilie  hängt  ab  von  einer  partiellen 
Differentialgleichimg  zu)eiter  Ordnung,  welche  nicht  mehr  linear 
ist,  sondern  das  Glied  rt  —  s^  enthalten  mufs.  Zwischen  den 
Koeffmenten  derselhen  besteht  die  Bdation  G  =  0,  und  sie 
besitzt  drei  erste  Integrale  mit  je  einer  wiUkürlicJien  Konstanten 
oder  zwei  intermediäre  Integrale. 

Dats  nun  auch  umgekehrt  eine  Differentialgleichung^ 
welche  diese  Eigenschaften  hat,  auf  eine  solche  Flachenfamilie 
führt,  ist  aus  den  oben  entwickelten  Integrationsmethoden 
leicht  zu  beweisen. 

§  2.    Anwendungen. 

862.  Die  schwingende  Saite.  Es  soll  die  Gleichung  der 
schmngenden  Saite 

g-«1^  =  0     od^    r-aH  =  0 

integriert  werden,  wobei  a  eine  Konstante  ist. 
Hier  ist 

£r=l,    JS:  =  0,    L^-a\    M^O,    N=0,    YG^a. 

Die  Gleichungen  (14)  der  Nr.  858  ergeben: 

dy  T  adx  =  0,    dp^^  adq  =  0, 

also 

yZfax=^  const,    jp  q:  aj  =  const; 
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man  hat  folglich  zwei  intermediäre  Integrale,  die  man  in  der 
Form  schreiben  kann: 

p  +  aq  =  2a(p(y  +  ax),      p  —  aq==  —  2ajl;'(y  —  ax)] 

(p  mid  f  sind  willkürliche  Funktionen;  deren  Ableitungen  g>' 
und  ^'  sind.    Hieraus  folgt: 

p  =:  ag>'(if  +  ax)  -  a^'(y  —  ax), 

«=    g>'(y  +  ax)+    i^'itf-ax), 
femer: 

d0  =  q/{y  +  ax)  (dy  +  adx)  +  ^\y  —  ax)  (dy  —  adx) 

und  Bchlieislich 

^  =  9(y  +  ««)  +  t(y  —  ö^); 

es  ist  unnötig;  hier  noch  eine  willkürliche  Eonstante  hinzu- 
zufügen;  weil  9>  und  ^  willkürliche  Funktionen  sind. 

868.   Direkte    Integration    derselben    Gleiehung.      Die 
Gleichnng  r-aH  =  0 

kann  man  auch  unmittelbar  integrieren;  ohne  dals  man  dabei 
auf  die  allgemeine  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  zurück- 
geht.    Es  genügt; 

y  +  ax=^  a,    y  --  ax=^  ß 

zu  setzen  und  a  und  ß  als  neue  Yariabele  einzufahren.  Dann 
ist: 


/de       de\  dz    ,    dz 

o/d^e       Q    d^z     ,  d^z\ 

.     d'z     ^  d'z      d'z 

Die  ursprüngliche  Differentialgleichung  wird  demnach: 

n.dZ 

3^ß-0    oder     -^  =  0> 
hieraus  folgt: 
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wobei  i/(ß)  die  Ableitung  einer  willkürlichen  Funktion  if(ß) 
isi     Eine  zweite  Integration  ergiebt: 

wobei  g)  eine  zweite  willkürliche  Funktion  ist;  dies  ist  das  Re- 
sultat, auf  welches  auch  unsere  allgemeine  Methode  geführt  hat. 

864.  Die  abwickelbaren  Flftohen.     Es  söU  die  partieUe 

Differentialgleichung 

rt-s^-^0 

integriert  werden,  fvdche  den  devdoppabden  Flächen  angehört 
(Nr.  352). 

Die  Gleichungen  (15)  der  Nr.  858  reduzieren  sich  hier  auf: 

um  die  erste  zu  integrieren,  muls  man  y,  p,  q  ab 
Eonstanten  ansehen,  bei  der  Integration  der  zweiten  hat  man 
Xf  p,  q  als  Eonstanten  zu  betrachten.  Also  hat  man  für  die 
erste  Gleichung 

F«  einer  Funktion  von  0  —px,  y,  p,  q, 
und  für  die  zweite 

F=  einer  Funktion  von  0  —  qy,  x,  p,  2; 

man  erhalt  also  eine  gemeinsame  Lösung  der  beiden  Glei- 
chungen, wenn  man 

r-^0{sf-px-qy,p,q) 

setzt;   und   man   genügt  der  ursprünglichen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, wenn  man  diesen  Wert  von  V  null  setzt 
Demnach  hat  man  zwei  intermediäre  Int^nde  der  Glei- 

nämlich:  ,  .  ,  . 

2  =  9>(P);    e-px-qy=^iif{p\ 

wobei  9>  und  ^  willkürliche  Funktionen  sind.  Man  muls  aber 
bemerken,  dals  in  dem  vorliegenden  Falle  auch  eine  Lösung 
existiert,  welche  eine  willkürliche  Funktion  von  zwei  Gh-öfsen 
enthält,  nämlich: 
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um  die  Integration  zu  Tollenden,  hat  man  die  Gleichmig 

dz  ^pdx  +  qdy 

mit    den    intermediären   Integralen    zu    yerbinden;    dieselben 
ei^eben  durch  Differentiation: 

dq  =  9p'(p)dp,    xdp  +  ydq  +  tl/(p)dp  =  0, 

also  wird  dnrch  Elimination  yon  dq: 

^  +  y9>'(p)  +  ^'(p)==o. 

Das  gesuchte  Int^nd  folgt  also  aus  der  Elimination 
Yon  p  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

0  ^px  +  ytpip)  +  ^(i>),    0  =  a?  +  y(p'(p)  +  ^'(p). 

Man  erhalt  demnach  die  einhüllende  Flache  einer  be- 
weglichen Ebene. 

865.  Drittes  BeispieL  Es  sollen  die  Flächen  bestimmt 
icerden,  hei  denen  das  eine  System  der  Krämmungskurven  in 
paroMden  Ebenen  gdegen  ist. 

Indem  wir  x,  y,  0  eis  rechtwinklige  Koordinaten  und  die 
zur  Ebene  X0  parallelen  Ebenen  als  Ebenen  der  Erümmungs- 
kurven  annehmen^  wird  die  partielle  Differentialgleichung  der 
gesuchten  Piachen  (Nr.  320): 

pqr^(l+p^)s^O. 

^^'^«*  H^pq,     2K (l+p^), 

i  =  0,    Jlf=0,    N^O,    y6  =  l±^'. 

Die  Gleichungen  (14)  in  Nr.  858  werden  alsO;  wenn  man 
YG  das  Zeichen  +  giebt: 

^y  =  0^    Piäp  -  (1  +  p^)dq  =  0, 
und  wenn  man  Y^  mit  dem  Zeichen  —  nimmt: 

pqdy  +  (1  +  p^)dx  =  0,    dp  =  0. 

Wir  betrachten  zunächst  das  erste  System;  es  ist^^const^ 
ferner: 

J^,  ^a ^  =  0,    also       ,  ^      ==  const. 
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Mau  bekommt  also  das  intermediäre  Integral 

wobei  g>'{y)  die  Ableitung  einer  willkürlichen  Funktion  9(9)  ist. 
Die  Gleichungen  des  zweiten  Systemes  sind,  weil 

dz^pdx  +  g.dy 

pde  +  da?  =  0,    djp  =  0, 

also  ist:  .  .  ,  . 

pz  -\'X=^  const    und    p  «  const, 

nnd  folglich  wird 

x=^—pz+  W{p) 

das  zweite  intermediäre  Integral;  in  dem  W  eine  willkürliche 
Funktion  ist.     Es  bleibt  also  die  Gleichung 

d0=pdx  +  qdy 

zu  integrieren;  zu  dem  Zwecke  wählen  wir  y  und  q  als   die 
unabhängigen  Yariabelen.    Das  zweite  Integral  ergiebt: 

da?  =  -  pd0  —  zdp  +  W'(p)dp. 

Indem  man  diesen  Wert  von  dx  und  ebenso   den  Wert 
Yon  dq  aus  dem  ersten  Integral  substituiert,  erhalt  man: 

Die  beiden  Seiten  dieser  Oleiclmng  sind  exakte  Differentiale, 
und  da 


dp 


V(i+py 

ist,  so  wird,  wenn  man  zor  Beseitigung  des  Integralzeichens 


»^ 


w(p)  —  (i+pV-4±E 


dp 
setzt;  wobei  V(l>)  eine  neue  willkürliche  Funktion  ist: 

0i/r+p=-i>>/i+i>v(i>) +yr+p^(j>)  +  <p(y). 

Zugleich   bekommt  das  zweite   intermediäre  Integral   die 
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und  die  Gleichung  der  gesachten  Flachen  ist  das  Resultat  der 
Elimination  von  p  zwischen  den  beiden  yorigen  Gleichungen. 
Setzt  man: 

80  kann  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  durch 

ersetzt  werden.  Die  Flächen;  zu  denen  diese  Gleichungen 
gehören,  besitzen  Kurven  von  Nabelpunkten  (Nr.  316),  die 
durch  die  Gleichung 

t      ^    8 

bestimmt  smd. 

866.  Die  Minimalfl&chen.  In  Nr.  98  haben  wir  die 
Transformation  von  Legendr e  kennen  gelernt;  sie  ist  bei 
Integrationsproblemen  oftmals  von  Nutzen,  und  dafür  wollen 
wir  hier  ein  Beispiel  geben. 

Aufgabe.  Es  soU  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen 
bestimmt  werden,  hei  denen  in  jedem  Punkte  die  Haupthrümmungs- 
radien  gleich  u/nd  entgegengesetzt  gerUMet  sind. 

Für  diese  Flächen  ist  aUo  die  mittlere  Krümmung  allent- 
halben gleich  null  (Nr.  308);  sie  heirsen  Minimalflächen,  Ihre 
partielle  Differentialgleichung  ist  nach  Nr.  317: 

(1)  (1  +  q')r  -  2pqs  +(l+py^  0. 

Wendet  man  die  Transformation  von  Legendre  an, 
indem  man 

(2)  u  ^px  +  qy  —  z, 

also 

/QN  du  du 

setzt  und  p  und  q  als  unabhängige  Yariabele  einführt,  so 
wird  die  Gleichung  (1): 

(4)  (l  +  ««)|^.  +  2p,^^  +  (l+i,«)|^  =  0. 

Die  Gleichungen  (3)  liefern: 

^d^u dx         d^u   dx dy        d^ dy 

ajp«~5^'       dpdq'^'dq~'dp'       dq^^dq^ 
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und  folglich  kann  die  Gleichang  (4)  in  jeder  der  beiden 
folgenden  Formen  geschrieben  werden: 

Indem  man  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  jp  nnd  die 
zweite  nach  j  differentiiert^  erhalt  man  zwei  neue  Gleichungen^ 
welche  sich  aus  der  folgenden: 

ableiten  lassen,  wenn  man  hier  einmal  U^^^x  und  das  andere 
Mal  U=^y  setzt.  Und  wenn  man  u  durch  px  +  qy  —  e  in  der 
Gleichung  (4)  ersetzt  und  das  eben  gefundene  Resultat  beachtet, 
so  erkennt  man,  dafs  die  Gleichung  (5)  auch  für  U^z  erfüllt 
ist.  Demnach  genügen  die  drei  Koordinaten  x,  y,  0,  betrachtet 
als  Funktionen  von  p  und  q,  der  nämlichen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung. 

Die  Methode  der  Nr.  858  ist  auf  diese  Gleichung  (5)  nicht 
anwendbar;  indessen  werden  die  Gleichungen  (15)  in  jener 
Nummer,  übertragen  auf  die  gegenwärtigen  Bezeichnungen, 
durch  eine  Funktion  V  der  beiden  Variabelen  p  und  q  erfallt, 
und  indem  man  diese  Funktion  gleich  einer  willkürlichen 
Eonstanten  a  setzt,  erhält  man  ein  partikulares  Integral  der 
Gleichung  (5).  Das  nämliche  Integral  kann  man  auch  aus 
der  ersten  der  Gleichungen  (14)  in  Nr.  858  erhalten,  nämlich: 

(1  +P')  -  (pq  ±V-l-p*-q')  ||  =  0. 

Diese  Gleichung  ergiebt  durch  totale  Differentiation  nach 

q  und  Einsetzung  von  ^: 

|^.  =  0,    also    ||  =  consi 

Wir  bezeichnen  die  Eonstante  mit  a  oder  ß,  je  nachdem 
die  Wurzel  }/—  1  —  jp^  —  3^  mit  dem  einen  oder  dem  anderen 
Vorzeichen  genommen  wird;  also  ist: 

(6)  |l+j)'=«(pg+T/-l-j>'-g'), 
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Da  die  Gleichung  (5)  erfBllt  ist,  wenn  man  U  den  Wert 
Yon  a  oder  yon  ß  beilegt,  so  ist  eyident,  dals  sich  dieselbe 
yereinfacht,  indem  man  a  und  ß  als  unabhängige  Yariabele 
an  Stelle  von  p  nnd  g  einfahrt.  Es  folgt  aus  den  Glei- 
chungen (6): 

l>-«2+y-l-a*,     P^ßi+V-l-ß\ 
also: 


p  ==  — — ^ }    q  =  ^ — I f 

und  man  findet,  dafs  sich  die  Gleichung  (5)  auf 

reduziert;  deren  Integral 

CT«  9{a)  +  ?F(i3) 

ist,  wobei  <ß  und  ^f  willkürliche  Funktionen  sind.    Man  kann 
also  schreiben: 

wobei   9>  und  ^  willkürliclie  Fanktionen   sind.      Unter   der 
Annahme  2  =  const  hat  man: 


also  ist: 


|Jdl>=2[y'(«)d«+V'(/J)d^]+9''(«)d/^^=^*+tC'(/J)d>^-l-/J» 

nnd 

«  =  2[9>(«)  +  i>m  +  9''(«)y-l-a*+  ^'(^)|/-l-/3« 

wobei  xCs)  oii3t9  bestimmte  Funktion  von  q  ist.    Differentiiert 
man  nach  q,  so  folgt: 

und  es  ist,  wenn  p  konstant  ist: 
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0=-adq  +  qda  +  ^^-1-««=  ßdq  +  qdß  +  dY—l-ß^, 

also: 

y  =  [g,(a)  -  «,>'(«)]  +  [V-C^)  -  ßt'iß)]  +  x\q). 

Da  aber  y  von  der  Form  $(a)+  3*'(/J)  ist,  so  muis  ^'(j) 
eine  Eonstante  sein;  man  kann  dieselbe  mit  den  willkürlichen 
Funktionen  tp  und  ^  vereinigen,  also  x'{q)  nnll  setzen. 
Folglich  ist: 

y  =  [9(«)  -  av^a)]  +  Mß)  -  ^^'(^)]. 

Da  die  Funktion  x{q)  konstant  ist,  so  laiGst  sie  sich  mit 
den  Integralen  zusammenziehen^  welche  in  dem  obigen  Werte 
von  u  auftreten,  und  deren  untere  Grenzen  willkürlich  sind. 
Aus  diesem  Werte  von  u  folgt  der  Wert  von  z  nach  der 
Gleichung  (2),  nämlich: 

^=yy-l-aV"(a)^a+   fv-l-ß^^''(ß)dß. 

Demnach  geht  das  Integral  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung aus  der  Elimination  von  a  und  ß  zwischen  den  drei 
Gleichungen  hervor: 

y  =  ip(a)  -  aq>\a)  +  i,{ß)  -  ^^'(jS), 


(7) 


;,  =yV-i-aV(«y«  +fy- 1  -  ß't"(ß)dß, 


wobei  (p  und  ^  willkürliche  Funktionen  bedeuten.  Wiewohl 
diese  Gleichungen  komplexe  Gb-öfsen  enthalten,  so  stellen  sie 
doch  auch  unendlich  viele  reelle  Flächen  dar. 

§  3.   Lineare  Gleiehungen. 

867.  Lineare  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten. 
Wir  betrachten  eine  partielle  Differentialgleichung  irgendwelcher 
Ordnung  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  unabhängigen 
Yariabelen,  die  aber  in  Bezug  auf  die  unbekannte  Funktion  und 
ihre  partiellen  Ableitungen  linear  ist. 

Es  ist  evident,  dafs  man,  wenn  diese  Gleichung  ein  zweites 
Glied  enthält,  nur  eine  partikulare  Lösung  der  Gleichung  zu 
kennen  braucht,  um  dieses  zweite  Glied  verschwinden  zu  lassen. 
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Hat  die  yorgelegte  Gleichnng  kein  zweites  Glied,  so 
besitzt  sie  zwei  Eigenschaften,  die  wir  für  den  Fall  der 
gewöhnliclien  linearen  Differentialgleichung  in  der  Nr.  767 
festgestellt  haben,  nämlich  erstens:  kennt  man  eine  Funktion, 
die  der  partiellen  Gleichnng  genügt,  so  erhält  man  eine 
allgemeihere  Losung,  wenn  man  diese  Funktion  mit  einer  will- 
kürlichen Eonstante  multipliziert;  zweitens:  wenn  gegebene 
Funktionen  in  irgendwelcher  Anzahl  die  Gleichung  befriedigen, 
so  genügt  ihr  auch  die  Summe  dieser  Funktionen. 

Wenn  es  sich  um  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung ohne  zweites  Glied  handelt,  deren  Koeffizienten 
konstant  sind,  so  liefern  die  genannten  Eigenschaften  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung,  welche  so  viele  willkürliche 
Eonstanten  enthält,  als  man  nur  will;  bisweilen  führen  sie 
auch  zu  einer  Lösung,  welche  willkürliche  Funktionen  enthält, 
um  dies  zu  zeigen,  betrachten  wir  den  Fall  zweier  unabhängiger 
Yariabelen  x  und  j/;  doch  läfst  sich  unsere  Untersuchung  auch 
bei  beliebig  vielen  Veränderlichen  durchführen. 

Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  sei: 

ihre  Ordnung  sei  n  und  ihre  Koeffizienten  konstant.  Wir 
ersetzen  g  durch  e"*+i*y,  so  wird  das  Resultat  dieser  Substitution 
e^''^fivf(a,  ß),  wenn  man 

setzt.     Ist  also  die  Gleichung 

(2)  f(«,^)  =  0 

erfüllt,  wenn  man  a  ==  «o^  ß'^  ßo  s^t^t,  und  bezeichnet  Gq 
eine  willkürliche  Konstante,  so  wird  der  Gleichung  (1)  durch 
die  Funktion 

genügt;  und  da  die  Gleichung  (2)  unendlich  viele  Lösungen 
(uy  ß)  zuläfst,  so  ist  auch: 

(3)  0  =  ZCef^'^+fiy 

eine  Lösung  der  Gleichung  (1)  und  enthält  beliebig  viele  Terme, 
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868.  Lösungen  mit  wiUkürliolien  Funktionen.  Der  Fall, 
dalfl  einige  der  Wurzeln  ß  der  Gleichung  (2)  lineare  Funktionen 
von  a  sind,  ist  besonders  zu  bemerken;  alsdann  kann  man  eine 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  bilden,  welche  eben- 
soyiele  willkürliche  Funktionen  enthalt^  ab  solche  Wurzeln/)  vor- 
kommen. Denn  nehmen  wir  an,  dafs  man  aus  der  Gleichung  (2) 

ß  =^ma  +  n 
entnehmen  kami,  so  giebt  die  Formel  (3),  wenn  man  für  ß 
diesen  Wert  nimmt: 

Die  Zahl  der  Glieder  in  dieser  Summe  ist  unbestimmt; 
die  Exponenten  a  in  denselben  und  die  Koeffizienten  C  sind 
willkürlich;  also  ist  die  Summe  eine  willkürliche  Funktion 
von  6*+"»^  oder  auch  von  x  +  wty.     Folglich  erhält  man  die 

wobei  0  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnet,  wie  man  nun 
umgekehrt  leicht  verifizieren  kann. 

Hat  die  Gleichung  (2)  eine  zweite  Wurzel 
ß=smia  +  ni, 
die  eine   lineare  Funktion  von  a  ist,   so  kann  man  die  neue 

bilden,  und  so  fort.    Die  Summe  dieser  Lösungen,  nämlich: 

j8r  =  6«y<p(rr  +  my)  +  e*'^y0^(x  +  m^y)  H 

ist  auch  noch   eine   Lösung   der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung. 

869.  Anwendung  auf  die  schwingende  Saite.  Yer- 
schiedene  Fragen  der  mathematischen  Physik  führen  auf 
partielle  Differentialgleichungen  der  hier  betrachteten  Art. 
Bei  diesen  Aufgaben  mufs  die  unbekannte  Funktion  überdies 
noch  gewissen  besonderen  Anfangs-  oder  Grenzbedingungen 
genügen,  und  um  die  vollständige  Lösung  zu  erhalten,  mufs  man 
über  die  willkürlichen  Elemente  so  verfügen  können,  dafs  die 
geforderten  Bedingungen  erfüllt  sind.  Wir  beschränken  uns 
hier  auf  die  Gleichung  des  Problemes  der  schwingenden  Saite, 
das  uns  schon  in  den  Nrn.  862  und  863  beschäftigt  hat 
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Die  Aufgabe  besteht  hier  dariu;  eine  Funktion  y  der 
Yariabelen  x  nnd  t  zu  finden,  welche  der  Gleichung 

genügt  nnd  so  beschaffen  ist,  dals  für  <sO 

(2)  y  =  F(x),    |f  =  /-(a;) 

wird,  wobei  F(x)  nnd  f{x)  gegebene  Funktionen  von  x  sind; 
a  bedeutet  eine  reelle  Eonstante. 

Indem  man  6^'+^'  f ür  y  in  die  Gleichung  (1)  substituiert^ 
erhält  man 

und  hieraus  folgt: 

/J  =  +  aa,     ß^  —  aa, 

also  hat  man  nach  Nr.  868: 

(3)  y^9(x  +  at)+  V(x--at), 

wobei  $  und  V  willkürliche  Funktionen  sind.    Es  bleibt  also 
die  Bedingung  für  ^»0  zu  erfEillen;  man  folgert  aus  (3): 

(4)  ll «  a0'(x  +  at)-a  V'(x  -  at), 
und  für  ^  =  0  geben  die  Gleichungen  (3)  und  (4): 

y^9(x)  +  V(x),    |f  =  a*'(x)-a!F'(a;). 
Um  den  Gleichungen  (2)  zu  genügen,  muTs  man 

9(x)  +  W{x)  =  F(x),     9{x)  -  W(x)  «  ^  (fix) dx  =  F^{x) 

Xa 

setzen,  also  wird 

0ix)  =  ^F(x)  +  ^F,(x),     Wix)  =  ^Fix)-^F,ix), 

und  folgUch  ist 

^F{x  +  at)  +  F(x-at)       F^{x '\- at)  -  F^jpn  -  at) 

Die  Yollstandige  Lösung  des  physikalischen  Problemes 
wird  aus  dieser  allgemeinen  Gleichung  gewonnen,  indem  man 
noch  die  Bedingungen  beachtet,  dafs  die  schwingende  Saite 
von  der  Länge  l  in  ihren  Endpunkten  o? »  0  und  x^^^l  fest- 
gehalten ist. 
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870.  Integration  dnroh.  nnendliohe  Beihen.  Die  Fälle, 
in  denen  man  die  partiellen  Differentialgleichungen  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  vollkommen  durch  allgemeine  Funk- 
tionen integrieren  kann,  sind  an  Zahl  sehr  gering,  und  man 
ist  daher  hei  den  Anwendungen  darauf  angewiesen,  die  Inte- 
gration vermittelst  unendlicher  Reihen  zu  versuchen.  Aber 
auch  dieses  Verfahren  ist  nur  hei  den  linearen  Gleichungen 
zweckmäfsig;  man  kann  dann  die  Formel  von  Maclaurin 
oder  die  von  Taylor  wie  bei  den  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen anwenden.  Oftmals  ist  auch  die  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  vorzuziehen,  sie  bietet  eine  gröüsere 
Allgemeinheit,  denn  sie  läist  die  Entwickelung  der  Integrale 
in  eine  Reihe  finden,  welche  nach  Potenzen  irgend  einer 
Funktion  der  unabhängigen  Variabelen  fortschreitet. 

Man  kann  auch  das  Integral  der  nämlichen  Gleichung 
durch  verschiedene  Reihen  darstellen,  welche  sich  oft  noch 
durch  die  Zahl  der  willkürlichen  Funktionen  unterscheiden. 
Hieraus  folgt,  dafs  man  nicht  von  vornherein  die  Zahl  und 
Beschaffenheit  der  willkürlichen  Funktionen  angeben  kann, 
welche  in  dem  allgemeinsten  Integrale  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung höherer  Ordnung  auftreten. 

871«   Die  Gleichung  der  Wärmeleitung.    Wir  betrachten 

als  Beispiel  die  Gleichung 

du         c^u 

(1)  w  =  «äP' 

die  in  der  mathematischen  Theorie  der  Wärmeleitong  auftritt; 
a  bezeichnet  eine  gegebene  reelle  Eonstante.  Aus  der  Diffe- 
rentiation nach  t  folgt:  ^ 

d*u  d'u  °   dt        .d*u 

du 


(2) 


d^u 2   d^u   2      dt  38®«* 


und  wenn  man  t  den  besonderen  Wert  (q  beilegt,  so  bestimmen 
die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  entsprechenden  Werte  der  auf- 
einander folgenden  Ableitungen  von  u  nach  t.  Aber  der  Wert 
von  u  bleibt  eine  willkürliche  Funktion  von  X]  bezeichnet  man 
ihn  mit  F{x),  so  hat  man  nach  der  Formel  von  Taylor: 


(3) 
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3! 


ein  Ausdruck,  der  eine  einzige  willkürliche  Funktion  F{x)  enthält. 
Wir  wollen  nun  u  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  x^ 
entwickeln,    wohei   x^   eine   willkürlich    gewählte,    hestimmte 
Oröüse  ist.    Die  Gleichung  (1)  ergiebt: 

(4) 
femer: 


a»M     1  du 
a«»~o  dt' 

^d*u 

d*u     1  "dx* 

1  d*u 

dx*       a     dt   ' 
a«»~  a«  dt*  ' 

dx*       a     dt 

a««     1  **  ix* 

dx*  ~  a«    dt*    ~ 

a*W 

1  a»« 

'a'dt*' 

Die  Werte  von  u  und  ^;  welche  zu  x^^Xq  gehören, 
bleiben  hier  willkürliche  Funktionen  von  t]  bezeichnet  man 
sie  mit  q>(t)  und  ^(Q,  so  bestimmen  die  Yorstehenden  Glei- 
chungen die  Ableitungen  g-^;  g-j>  •  •  •  und  es  wird  nach  der 
Formel  von  Taylor: 


(5) 


Dieser  Ausdruck  von  u  setzt  sich  aus  zwei  yerschiedenen 
Reihen  zusammen  und  enthalt  zwei  willkürliche  Funktionen 
q)(t)  und  i;(t).  Indessen  ist  die  Formel  (5)  nicht  allgemeiner 
als  die  Formel  (3);  Poisson  hat  gezeigt,  dafs  sich  die  beiden 
Gleichungen  ineinander  überführen  lassen,  wenn  mau  voraus- 
setzt, dafs  die  Reihen  konvergent  sind  {Theorie  mcdhematique 
de  la  chaieur,  p,  137).  Diese  letztere  Voraussetzung  ist  überhaupt 
eine  Annahme,  welche  wir  über  die  Beschaffenheit  des  Integrales 
gemacht  haben,  dieselbe  ist  aber  keineswegs  immer  erfüllt  für 
das  allgemeinste  Integral  der  Differentialgleichung  (1). 

S  e  r  r  e  t ,  Diff.-  n.  Integral  -  Beohnang.  m.  2.  Aufl.  26 


oa^at , 
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872.  Integration  durch  bestimmte  Integrale.  Anstatt 
die  Integrale  in  Reihen  zu  entwickeln^  kann  man  sie  bisweilen 
auch  zweekmälsig  durch  bestimmte  Integrale  darstellen;  wir 
beschränken  uns  dabei  nur  auf  ein  Beispiel  für  diese  Methode 
und  wählen  wieder  die  Gleichung 

du  d^u 

Indem  wir  auf  dieselbe  die  Methode  der  Nr.  867  anwenden^ 
ergiebt  die  Substitution  von  c**+i*'  für  u: 

ß  =  aa^, 
und  folglich  hat  man  als  Lösung  unserer  Gleichung: 

welche  eine  unendliche  Anzahl  yon  willkürlichen  Eonstanten 
C,  Cj,  . . .  a,  «1,  . . .  enthält.     Nun  ist  (Nr.  491): 

+  00 
00 

also  kann  man  schreiben: 

+  0D 
00 

Die  Reihe  q^^x  +  Q^^a,x  + . . . 

kann  eine  willkürliche  Funktion  von  e^  oder  eine  willkürliche 
Funktion  von  x  darstellen;  bezeichnet  man  dieselbe  mit  F{x)y 
so  wird  der  Wert  von  u\ 

00 

Dieser  Ausdruck  reduziert  sich  auf  jP(a;)  für  <=0,  er  wird  also  mit 
der  Formel  (3)  Nr.  871  identisch,  wenn  man  dort  t^^^O  setzt. 
Indessen  muTs  man  bemerken,  dafs  die  vorstehende  Formel  nur 
dann  gilt,  wenn  F{x)  so  beschaffen  ist,  dafs  das  Produkt  c"*^  F{x) 
zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  cc  integrierbar  ist  (Nr.  469). 
Die  Untersuchung,  von  welcher  wir  hier  nur  einen  Begriff 
geben  wollten,  ist  für  die  Probleme  der  mathematischen  Physik 
überaus  wichtig.  Die  besonderen  Schriften  hierüber,  wie  das  Werk 
von  Poisson,  enthalten  viele  Beispiele  hierzu,  so  daCs  wir  es  für 
überflüssig  halten,  auf  weitere  Entwickelungen  hier  einzugehen« 


u  • 
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§  1.    Der  einfachste  Fall. 

878.  Die  Aufgabe  der  Variationsreohniing.  Die  Yariations- 
rechnmig  ist  Yon  Bernonlli^  Enler  and  Lagrange  ansgebildet 
worden,  mn  gewisse  Probleme  des  Maximums  und  Minimums 
Yon  besonderer  Art  zu  lösen;  sie  kann  aber  auch  mit  Erfolg 
fOr  verschiedene  andere  Fragen  angewandt  werden.  In  den  ge- 
nannten Problemen  des  Maximums  und  MiniTnums  handelt  es 
sich  um  die  Bestimmung  von  Funktionen  einer  unabhängigen 
Yariabelen,  für  welche  ein  bestimmtes  Integral,  das  yon  diesen 
Funktionen  abhängt,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Wir 
geben  hier  als  Beispiel: 

Es  scU  eine  6&ena  Kurve  CMD  gefunden  werden,  wdcke 
dwrch  gwei  gegebene  Pimkte  C  wnd  D  geht  und  die  Eigenschaft 
hat,  dafs  die  Fläche,  welche  durch  den 
Bogen  CD  hei  der  Botation  um  eine  in 
der  Ebene  gelegene  Achse  erzeugt  wird,  ein 
Mimmwn  ist 

Wählt  man  zwei  rechtwinklige  Koor- 
dinatenachsen Oxy  Oy,  von  denen  die 
erste  mit  der  Rotationsachse  zusammen- 
fallt, legt  man  femer  durch  die  End- 

pimkte  CD  die  Ordinaten  CA,  DB  und  setzt  OA  =  Xq, 
OB=«Xi,  so  wird  die  von  dem  Bogen  CD  erzeugte  Flache 
gleich  2jcS,  wobei  S  das  Integral  bezeichnet: 


Flg.  Sl. 

4 

y 

j^ 

J 

^ 

y^ 

-ö 

/ 

l     1 

f~: 

B    X 

^-ßV^^''- 
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Es  handelt  sich  hier  also  nm  das  Problem:  welches  ist 
die  Funktion  von  x,  die  man  für  y  zn  substituieren  hat^  damit 
der  Wert  von  S  ein  Minimum  wird? 

Anstatt  die  Endpnnkte  C  und  D  des  gesuchten  Bogens 
vorzuschreiben;  kann  man  annehmen,  daCs  diese  Punkte  nur 
der  Bedingung  unterworfen  sind,  dals  sie  auf  zwei  gegebenen 
Kurven  liegen  müssen;  auch  hier  handelt  es  sich  um  das 
Minimum  des  Integrales  Sy  doch  sind  die  Gh*enzen  x^y  x^ 
nicht  mehr  von  vornherein  vollständig  festgelegt. 

874.  Begriff  der  Variation,  um  den  Begriff  der  Variation 
zu  erläutern,  gehen  wir  von  dem  einfachsten  Falle  aus.  Ge- 
geben sei  das  Integral: 

(1)  S=fv[x,y//^dx, 

in  welchem  V  eine  gegebene  Funktion  dreier  Argumente  und 
y  eine  Funktion  von  x  bedeutet;  V  sei  analytisch  und  regulär 
in  dem  Bereiche,  in  dem  sich  unsere  Betrachtungen  bewegen. 
Die  Funktion  y  ist  zuiulchst  unbestimmt,  wir  denken  uns  aber 
verschiedene  analytische  Funktionen  von  x  eingesetzt,  die 
ebenfalls  regulär  sind.  Die  Gesamtheit  der  Funktionen  y,  die 
wir  ins  Auge  fassen,  nennen  wir  den  FunMionenbereich  (y); 
natürlich  beschränken  wir  uns  durchweg  auf  reelle  Variabele. 
Es  handelt  sich  nun  darum,  unter  den  Werten  /S,  welche  den 
Funktionen^  des  Bereiches  (jf)  entsprechen,  die  gröfsten  oder 
kleinsten  auszusuchen.  Der  Bereich  ist  dabei  meist  durch  das 
Problem  selbst  gegeben,  er  mufs  aber  im  Laufe  der  Betrach- 
tungen in  der  Regel  noch  weiter  eingeschränkt  werden. 

Wir  greifen  jetzt  eine  Schar  von  <x>^  Kurven  oder  Funk- 
tionen heraus:  y  =  f(x,  a)  mit  dem  kontinuierlich  veränder- 
lichen Parameter  a  und  nehmen  an,  dafs  sie  ganz  unserem 
Bereiche  (y)  angehört;  f  sei  wieder  eine  reguläre  analytische 
Funktion  der  beiden  Argumente.  Die  Kurvenschar  definiert 
einen  Bereich  (a),  in  welchem  8  eine  Funktion  8(a)  von  a 
wird.  Wird  insbesondere  8  für  eine  Funktion  y=^f{x)  ein 
Maximum  oder  Minimum  im  Bereiche  (j/),  so  können  wir  un- 
endlich viele  Kurvenscharen  (a)  bilden: 
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(2)  y  =  fix,  a)^f(x)  +  («  -  a,)ri(x,  a), 

deren  jede  fOr  a  »  o^  die  betrachtete  Kurve  y  »  f(x)  ergiebt. 
Wir  nehmen  an^  daÜEi  alle  diese  Enrvenscharen  für  kleine 
Werte  a-^  ccq  dem  Bereiche  (y)  angehören^  und  daCs  ij  regulär 
ist.  Innerhalb  jeder  solchen  Schar  (u)  muJjs  nun  der  Kurve 
y=^f(x)  ebenfalls  der  grölBte  oder  kleinste  Wert  von  8  ent- 
sprecheU;  d.  h.  es  muTs  die  Funktion  8=>'  8(a)  für  a^a^  ein 
Maximum  oder  Minimum  besitzen.  Demnach  wird  (Nr.  142) 
die  nach  a  genommene  Ableitung  an  der  Stelle  a  =  Oq 

wie  wir  auch  unsere  Kurvenschar  (a)  im  Bereiche  (y)  aus- 
gewählt haben.  Den  Ausdruck  8'(aQ)  bezeichnen  wir  als  die 
Variaiion  des  Integrales  5,  die  zu  der  Kurve  y^f(x)  und  der 
betrachteten  Kurvenschar  gehört.     Wir  sehen  also: 

Satz.  Wenn  die  Funktion  y  =  f(x)  das  Integral  8  inner- 
halb des  Bereiches  (y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machte 
so  wird  die  ihr  entsprechende  Variation  8'  (a^)  gleich  Null  ßr  alle 
Kurvenscharen  (a)  des  Bereiches  (y),  die  für  a  ==  a^  in  die 
Kurve  y^f(x)  übergehen. 

875.  Das  VariaÜonszeiohen  d.  Der  Ausdruck  iS' (o^^)  wird 
auch  vielfach  mit  d8  bezeichnet: 

Haben  wir  ganz  allgemein  eine  Funktion  u  des  Parameters  cc, 
die  wir  in  der  Umgebung  des  Wertes  a^  cCq  betrachten  und 
die  außerdem  noch  von  irgendwelchen  anderen  Yariabelen 
z.  6.  X  abhängen  kann^  so  bezeichnet  man  in  der  Variations- 
rechnung den  Wert  der  partiellen  Ableitung  nach  a  an  der 
Stelle  a^  ccq  mit  du: 

CD  '.-(^l 

und  nennt  ihn  die  Variation  von  w.  So  ist  z.  B.  f&r  unsere 
Enrvenschar  (2): 


^y={^^)=^(->0- 
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Entsprechend  führt  man  die  „Variationen  zweiter  und  höherer 
Ordnung"  ein: 

Im  Gegensatz  zu  ihnen  heilst  du  die  „erste  Variation^  Wir 
werden  uns  aber  im  Folgenden  auf  sie  allein  beschränken  und 
sie  daher  schlechtweg  „die  Variation"  nennen. 

Das    Vartationsjseichen  8   ist    sawoU    mit   dem   Differenr- 

tiationszeichm  -^  als  dem  Integralzeichen  Jdx  fw  jede  von  a 

unabhängige  Veränderliche  x  vertauschbar. 
Denn  es  ist  (Nr.  68): 

^^^  ^  dx'^ydi  dxl^^^J"  \dx  da}^^^  dx 

Dabei  ist  zu  beachten^  dafs  hier  durchweg  das  Zeichen  d  sich 
auf  die  Änderung  längs  der  Kurve  w  =  M(a?,  a)  bei  kon- 
stantem a  bezieht^  während  die  Differentiation  nach  tt  bei 
konstantem  x  erfolgt  und  sich  auf  den  Übergang  von  einer 
Kurve  zur  anderen  bezieht.  Einen  solchen  stetigen  Übergang 
von  Kurve  zu  Kurve  wollen  wir  aber  allgemein  als  ein 
„Variieren"  bezeichnen. 

Ganz  entsprechend  ist^  wenn  die  Grenzen  x^  und  x  von  a 
unabhängig  sind,  nach  Nr.  483: 

XXX  X 

(3)      sfudx  =  U-^fudA^f[p^Jx=fdudx. 

Xo  «J  ^0     Xo  «0 

876.  Darstellmig  der  ersten  Variation.^  Wir  haben  er- 
kannt^ dafs  die  Maxima  und  Minima  des  Ausdruckes 

S^fv{x,y,y')dx  (y=|g 

imter  den  angegebenen  Voraussetzungen  erhalten  werden,  wenn 
wir  seine  erste  Variation  gleich  Null  setzen: 

Xx 

(1)  $8=djr{x,y,y')dx  =  0. 
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Hier  nehmen  wir  x  als  eine  von  a  unabhängige  Veränder- 
liche an  und  beschränken  uns  zunächst  auf  den  Fall^  wo  die 
Grenzen  x^  und  x^  des  Integrales  fest,  d.  h.  gleichfalls  yon  a 
unabhängig  bleiben.  Dann  sind  innerhalb  jeder  J^urvenschar  (a) 
die  beiden  Funktionen  y  und  y'  Funktionen  von  x  und  a,  und 
es  ist  nach  (3)  der  vorigen  Nummer: 

8S==Jdr(x,y,y^)dx, 

WO  das  Zeichen  S  eine  partielle  Differentiation  nach  a  bedeutet. 
Es  wird  daher: 

(2)  dV^Tdy+YJt/, 

wo  T  und  Y^  die  partiellen  Ableitungen  von  V  nach  y  und  j/ 
bezeichnen.    Also  wird: 

(3)  SS  ^-JiJSy  +  Y,df)dx. 

In  dem  zweiten  Summanden  können  wir  es  durch  teilweise 
Integration  (Nr.  415)  erreichen;  dafs  8y  an  Stelle  von  6^ 
unter  dem  Integralzeichen  erscheint.  Es  wird  nämlich  mit 
Hilfe  von  (2)  der  vorigen  Nummer: 

(4)  jY,S^/dx=fT,^^dx  =  \T,8y\l-fTldydx. 

Dabei  bedeutet  die  [eckige]  lOammer,  dafs  der  Wert  von 
T^8y  an  der  Stelle  x='X^  gebildet  imd  um  den  Wert  des- 
selben Ausdruckes  an  der  Stelle  x^^Xq  vermindert  werden 
soll.     T[  bedeutet  die  vollständige  Ableitung  von  T^  nach  x: 

Y[  enthält  also  die  Ableitungen  von  y  bis  zur  zweiten  Ordnung. 
Setzen  wir  den  Ausdruck  (4)  in  (3)  ein,  so  finden  wir: 

(5)  S8  =  [r^dy]';  +y(^-  ^)  ^y  ^'^- 
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Den  Integranden  rechts  nennen  wir  den  ^Lagrangeschen. 
Ansdruck^'  und  setzen  zur  Abkürzung: 

(6)  L=Y-Ty 

BTI.  Die  Lagrangesohe  Differentialgleiohimg.  Wir  wollen 
jetzt  Yoranssetzen;  dafs  alle  Funktionen  y  unseres  Bereiches  (y) 
im  ganzen  Integrationsintervall  {x^,  x^  mit  Einschluß  der 
Grenzen  stetig  und  difPerentiierbar  sind^  und  dalis  sie  an  den 
Gh*enzen  Xq  und  x^  selbst  vorgeschriebene  feste  Zahlenwerte  y^ 
und  y^  annehmen.     Dann  wird  auch  ffir  jede  Eurvenschar  (a): 

(1)  /"(«o;  «)  =  yo;    f{^u  «)  -  Vi 
und  daher 

d.h.  die  Variation  dy=s-g-f(x,  a)  mufis   an  beiden  Grenzen 

den  Wert  0  annehmen,  und  die  Formel  (5)  der  vorigen 
Nummer  geht  über  in 

(2)  88=^rLSydXy 

WO  L  die  dort  in  (6)  angegebene  Bedeutung  hat. 

Bei  dieser  Umformung  wird  die  Stetigkeit  der  ersten  und 
die  Existenz  der  zweiten  Ableitung  von  y  vorausgesetzt.  Der 
Einfachheit  halber  nehmen  wir  femer  an,  dals  die  gesuchte 
Funktion  y^  die  8  zu  einem  Maximimi  oder  Minimum  machen 
soll,  mit  allen  ihren  Ableitungen  im  Integrationsintervall 
überall  stetig  ist.  Dann  genügt  auch  die  zugehörige  Funktion 
L  =»  L{x)  den  Stetigkeitsbedingungen  des  Bereiches  (y),  und 
es  ist  erlaubt,  für  die  Kurvenschar  (a)  die  folgende  zu  wählen: 

(3)  y  =  / {^7  a)  ==  fip)  +  ^{p-  ^o)  K  ~  ^)  J^> 

welche  in  der  That  auch  den  Bedingungen  (1)  genügt  und 
fär  a  a=  0  die  gesuchte  Funktion  y  =  f{x)  ergiebt.  Somit 
haben  wir  nach  (2)  für  diese  Funktion  y  die  folgende  Be- 
dingung: 


YariationBrechniing.  409 

(4)  88^1  L\x  -  x^)  (x^  -x)dx^  0, 

denn  nach  Nr.  874  muTs  die  Variation  äS  verschwinden^  und 
es  ist  in  unserem  Falle: 

*y  "■  dif^^>  «)  =  (^  -  x^)(x^^x)L, 

ISjb  ist  aber  auch^  wemi  x  irgend  einen  Wert  zwischen  x^ 
und  Xi  bedeutet^  da  der  Integrandus  im  ganzen  Intervall  nicht 
negativ  wird: 

»  «I 

0  ^  /  L^(x  —  Xq)  (x^  —  oo)dx^j  U(x  —  Xq)  (x^  —  x)dx^  0, 

Xo  »o 

also  für  jeden  Wert  x  des  Intervalles: 

X 

I  L*(x  —  Xq)  (x^  —  x)dx^  0, 

»0 

und  durch  DifiFerentiation  nach  x  folgt  das  Verschwinden  des 
Integranden: 

L^(x  —  Xq)(xi  —  x)  =  0, 
d.  h. 

oder  auch: 

Diese  Gleichung  heifst  die  Lagrangesche  DifferentioUr 
gleichwng. 

Wir  erkennen  also: 

SatB.  Die  Funktionen  y  =  y(x),  welche  das  Integral 

S=/  r(x,y,f/)dx 


f=yV(^,y,y')( 


Xo 

u/nter  den  gemachten  Voramsetgu/ngen  m  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen^  während  für  die   Grenzen  x^  und  x^  die 
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Funktionswerte  y^  tmd  y^   vorgeschrieben  sind,  sind  zu  suchen 
unter  den  Lösungen  der  y^Lagrangeschen  Differentialgleichung^^: 


1^       dx\dy^J 


Diese  Differentialgleichimg  ist  von  der  zweiten  Ordnung, 
^Q  und  y^  erscheinen  als  Integrationskonstanten. 

Bevor  wir  nun  zu  Verallgemeinerungen  übergehen,  wollen 
wir  das  gewonnene  wichtige  Ergebnis  auf  einige  spezielle  Auf- 
gaben anwenden  und  zwar  zunächst  auf  das  schon  in  Nr.  873 
als  Beispiel  angegebene  Problem. 

878.  Erstes  BeispieL  Die  minimale  Botationsfläehe. 
Es  scU  die  d)ene  Kurve  bestimmt  werden^  welche  durch  zwei  ge- 
gd>ene  Punkte  geht,  und  welche  bei  ihrer  Botation  um  eine  in  der 
Ebene  gegebene  Achse  eine  Fläche  von  Uemster  Oberfläche  erzeugt. 

Wählt  man  zwei  rechtwinklige  Achsen  in  der  Ebene,  von 
denen  die  eine  [x]  mit  der  Rotationsachse  zusammenfällt,  so 
ist  die  Fläche,  deren  Minimum  gesucht  wird,  gleich  dem 
Produkt  Yon  2it  mit  dem  Integrale 

«1 


■/,/ 


-S=  lyyi  +  y'Hx. 


«. 


Also  wird  nach  den  aUgemeinen  Formelu  der  Nr.  876: 


v=yyY+V'\  r=yT+7^,   r,= 


yr+» 


it 


nnd  die  Lagrangesche  Gleichong  L  =  Q  nimmt  die  Form  an: 
oder 

y'      y  y"       ä  ,       ^  ^  m  4.«'i\_o 

und  liefert  ab  erstes  Integral: 

yi+y'* 
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Hieraus  folgt: 


dx i^,    al80     ^Hf^^sHWEi:*. 

a  und  c  sind  willkürliche  Eonstanten.    Man  kann  dies  schreiben 


y±V£E^^e',  y-^y'-^'^c    . 


—  a 


C  C 

also 

i  X  —  g^ 


Dies   ist   die   Gleichung   einer   Kettenlinie   (Nr.  225)    mit   der 
Rotationsachse  als  ^^  Leitlinie  ^^ 

Sind  die  Endpunkte  gegeben,  so  dient  die  Gleichung  der 
Kurve  zur  Bestimmung  der  Eonstanten  c  und  a  vermöge  der 
Gleichungen: 


y^-i{' 


Xi  —  a  Xi  —  g^ 

e    '    +e       ^1 


Nehmen  wir  z.  6.  an,  dafs  die  Ordinaten  dieser  Endpunkte 
gleich  sind,  und  wählen  wir  zur  j/- Achse  die  Senkrechte  im 
gleichen  Abstände  zu  diesen  Punkten,  so  ist  o:^  =  —  o^q;  folglich 
wird  die  Eonstante  a  Null  und  die  Gleichung  der  Eurve: 

Die  Konstante  c  ist  also  aus  der  Bedingung: 

zu  bestimmen.  Ist  das  Verhältnis  —  kleiner  als  eine  bestimmte 
Grenze  Je,  welche  angenähert  ==  1,509  ist,  so  hat  die  vor- 
stehende Gleichung  keine  reelle  Wurzel  c;  in  diesem  Falle 
existiert  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

879.  Zweites  Beispiel.  Die  Braehistoehrone.  Es  seien 
zwei  Pwnkte  A  und  B  in  verschiedener  Hohe  gegeben;  ma/n  soU 
die  Kurve  AMB  finden,  welche  ein  schwerer  PunJd  du/rcKUmfen 
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mufSj  um  hei  reibwngsloser  Bewegung  in  der  Tdirgeslen  Zeit  van 
A  nach  B  zu  gelangen. 

Die  gesnchte  Kurve  heilst  die  Brachistochrone.   Wir  wählen 
rechtwinklige   Achsen,    von   denen   die   o^-Achse   parallel   zur 
Richtung  der  Schwere  ist,  und  bezeichnen 
mit  Xq,  y^   und   x^,  y^    die   Koordinaten 
'y'   der   Punkte  A  und  Ä     Die   durch   die 
Schwere  verursachte  Beschleunigung  heilse 

jl         gy  die  Ableitung  ■—  werde  wie  gewöhnlich 

ft  mit  y'  und  die  Zeit  mit  t  bezeichnet. 
Dann  ist  nach  dem  Prinzip  der  lebendigen 
Kraft: 


oder 


Hieraus  folgt  für  die  Zeitdauer  1^=1^  —  1^  der  Bewegung 
zwischen  den  Punkten  A  und  B: 


y^^'-'-fm^- 


Es  handelt  sich  also  um  die  Bedingungen  des  Minimums 
von  5.    Hier  ist: 

r=:0,    r,==— =£==,    L  —  ^. 

'      y(a:-aJo)(l  +  y'«)  ^^ 

Also  wird  nach   der  Lagrangeschen  Gleichung  L » 0: 

Fj  =«  c  =  const, 
oder 


y^^cy{x^x,){\+y'^y 
Löst  man  diese  Gleichung  nach  y^  auf,  so  folgt: 


dy  _^ 
dx 
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und  dies  ist  die  Differentialgleicliung  einer  CyUoide,  deren 
Basislinie  horizontal  ist  (Nr.  232)  ^  und  deren  Gleichung  sich 
nach  Nr.  231  (1)  in  der  Form  schreiben  lafst: 

X  —  XQ^a(l  —  cos  y). 

2a  =  -|  ist  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  und 
bestimmt  sich  durch  die  Bedingung^  dafis  die  Kurve  auch  durch 
den  Punkt  B  gehen  soll,  während  dem  Werte  y  =  0  Yon 
selbst  schon  der  Punkt  Ä  mit  den  Koordinaten  Xq,  y^  entspricht. 
Wir  haben  also  zur  Bestimmung  von  a  die  beiden 
Gleichungen: 

wenn  der  Punkt  B  dem  Werte  9  =  9?i  entsprechen  soll.  Durch 
Elimination  von  a  folgt  dann: 

X^—X^  1  —  COB  9>i 

Diese  Gleichung  bestimmt,  geometrisch  interpretiert,  den 
Schnittpunkt  der  Sehne  AB  mit  einer  speziellen  Cykloide  der 
betrachteten  Schar,  z.  B.  a  =  1,  und  besitzt  für  alle  positiven 
Werte  der  linken  Seite  eine  und  nur  eine  Wurzel  q>^  im 
Intervall  0  <  9?!  <  2ä.    Denn  die  Funktion 

'  ^^^       1  —  cos  9 
nimmt  an  den  Grenzen  des  Intervalles  die  Werte  an: 
f{0)^0    und    /'(2ä)  =  (X), 

und   ihre   Ableitung  f{g))   ist  positiv   im   ganzen  Intervalle. 

In  der  That  ist: 

/•//   \       (1  — cos  9) '  —  sin 9 (9  — sing?) 2(1  — cos  9)  — 9  sin 9       ^ 

'   ^^^ ""  (1  -  cos  9)>  ""  (1-C0S9)«  ^  ^' 

da  in  der  zweiten  Hälfte  7C<fp<2^  beide  Glieder  des  Zählers 
positiv  sind  wegen  sin  9)  <  0,  in  der  ersten  Hälfte  aber  beständig 

2(1  — cos  9) 2  __    ^2        ^ 

opsinop  q>  9 
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Ist  nun  q>  =  g>i  der  Wert,  fftr  den  f(ip)  den  yorgeschriebenen 

Wert  ^^  ~^^  annimmt,  so  findet  man  unmittelbar: 

/*•  ^  /p  ' 

qpj  —  sin  9>j         1  —  cos  qpi  ' 

der  Radius  a  ist  also   gleichfalls   immer   eindeutig  bestimmt. 

Wir  haben  somit  den  Satz: 

Sind  A  imd  B  zwei  Punkte  einer  VertikoHAene  und  B 
tiefer  gelegen  als  Ä,  so  giebi  es  immer  eine  tmd  nur  eine  CykUnde 
mit  horizontaler  Basislinie,  welche  in  A  ihre  Spitze  hat,  durch 
B  geht  wnd  die  Brachistochrone  zwischen  den  leiden  Punkten 
darstellt. 

§  2.   Terallgemeinernngen. 

880.  Mehrere  unbekannte  Funktionen.  Die  vorher- 
gehenden Betrachtungen  lassen  sich  leicht  auf  den  Fall  aus- 
dehnen^  wo  die  Funktion  V  unter  dem  Integralzeichen  anstatt 
der  einen  unbekannten  Funktion  y  zwei  unbekannte  Funk- 
tionen y  und  z  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  nebst  ihren 
Ableitungen  y'  und  z'  enthält,  wo  also  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  gemacht  werden  soll  ein  Ausdruck  der  Form: 

(1)  8=Jr{x,y,z,y',ii')dx. 

Hier  haben  wir  einen  durch  Barnnkurven  dargestellten 
Funktionenbereich  (y,  z)  zu  Grrunde  zu  legen,  und  zum  Zwecke 
der  Variation  betrachten  wir  innerhalb  des  Bereiches  wieder 
eine  einfache  Schar  (a)  solcher  Kurven: 

. .  y  =  f{^y  «)  =  /(^)  +  (a  -  ^o)n{^y  ^)> 

^  ^  z  ^ g(x,  a)  ^ g(x)  +  (tt  -  cQti^,  cc)' 

Durch  Differentiation  nach  a  bei  konstantem  x  erhalten 
wir  ebenso  wie  in  Nr.  876  für  die  „erste  Variation'^: 


(8) 


== /(r*y  +  Zdz  +  T^dy'  +  Z^8z')dx, 


Xo 
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femer  durch  teilweise  Integration  wie  in  (5)  derselben  Nnmmer: 


(4) 

WO 


d8  =  [T,dy  +  Z^Sgf^  +f(Ldy  +  MSz)dx, 


^       dy      dx^ 

TUT  f7  ryt  dV  d    dV  .  „ 

Jf^Z-Zi--^-^^   gemsoll, 

nnd  dieser  Ausdruck  dS  muls   den  Wert  0    haben   ffir  jede 
Kurve  y  =  f(x),  z  =  g{x)y  welche  ein  Maximum  oder  Minimum 
des  Integrales  liefert,  und  f^r   alle   dem  Bereiche   (y,  e)   an 
gehörenden  Variationen  Sy  =>»i],  djgr  =  f. 

In  dem  einfachsten  Falle,  wo  die  Endpunkte  der  Baum- 
kurven (y,  is)  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  vorge- 
schrieben sind: 

also  bei  der  Variation  festgehalten  werden  müssen,  ist  wieder 
an  beiden  Gh*enzen  dy  =  0  und  80  =  0,  und  indem  wir 
einmal  setzen: 

8y  =  ri(x)  =  (o?  —  a?o)(^i ""  ^)-^;  *^  =*  ^y 
das  andere  Mal  aber: 

Sy  =  0,  dz=^  i{x)  =  (rc  —  x^{x^  —  x)M, 
erhalten  wir  ganz  analog  wie  in  Nr.  877: 

L^(x  —  Xq)(Xi  —  x)dx  =  0,    mithin    i  =  0 


und 


ß 


M^{x  —  x^ (a?i  —  x)dx^  0,      also      Jf  =  0. 

Die  gesuchte  Baumkurve  y=zy(x),  z^z{x)  muTs  also 
den  Imden  „Lagrangeschen  Gleichungen"  L=^0  und  Jf  =0 
gleichzeitig  genügen.  Dann  verschwindet  aber  nach  (4)  in  der 
That  auch  immer  die  erste  Variation  88  für  alle  Kurven- 
scharen (2)  des  betrachteten  Bereiches. 


416  Neuntes  £»pitel. 

Auch  dieses  Resultat  wollen  wir  zimäclist  durch  ein 
Beispiel  erläntem. 

881.    Drittes   BeispieL     Problem  der   kürsesten   Linie. 

Die  kürzeste  BaumJcurve  zwischen  zwei  PunMen  m  finden. 

Es  seien  Xq,  Pq,  z^  und  x^y  y^,  z^  die  Koordinaten  der 
Endpunkte  der  gesuchten  Linie  in  Bezug  auf  drei  recht- 
winklige Achsen.    Die  Länge  dieser  Linie  wird  dann: 

Co  «0 

Indem  man  alle  früheren  Bezeichnungen  beibehält,  ist  hier: 
femer: 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  2/==0,  j5f=0,  welche 
die  unbekannten  Funktionen  bestimmen,  sind  hier: 


s-o. 

H-o. 

woraus  folgt: 

Fl  =  const, 

Zi  =  const, 

also: 

y'-c, 

«'  =  C?' 

und  weiter: 

(2) 

y 

=  Cx  +  Ol, 

e  =  C'x  +  Ci; 

die  gesuchte  Linie  ist  also  eine  Gerade. 

Die  Konstanten  (7,  C^;  C,  Ci  werden  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  dafs  die  Kurve  durch  die  vorgeschriebenen  Pimkte 
hindurchgeht: 

yo  ==  Cx^  +  Gl,      Zo  =  C'a?o  +  Ci, 

y^  =  Ca?!  +  (7„      ;eri  =  C^x,  +  Ci, 
also: 

a^i  — a?o  a?!  — «0 
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882.  Die  Braöhistoobrone  im  Baume.  In  unserem  zweiten 
Beispiele  (Nr.  879)  hatten  wir  die  Linie  kürzester  Fallzeit  aus* 
schliefslich  unter  den  ebenen  EurveU;  welche  die  gegebenen 
Punkte  A  und  B  verbinden;  gesucht.  Diese  Beschränkung 
wollen  wir  nachtraglich  beseitigen^  indem  wir  beweisen,  dals 
die  Brachistochrone,  falls  sie  existiert^  notwendig  eine  ebene, 
vertikal  stehende  Kurve  sein  mub.  Legen  wir  wieder  wie 
dort  die  o;- Achse  in  die  Richtung  der  Schwere,  führen  aber 
anstatt  der  einen  jetzt  0wei  horizontale  Koordinaten  y  und  st 
ein,  so  ergiebt  sich  ganz  analog  nach  dem  Prinzip  der  leben- 
digen Kraft  für  die  Fallzeit  T  zwischen  den  beiden  Punkten: 

Hier  ist  in  der  Bezeickanngsweise  von  Nr.  880: 


V^-«,)(l+y"+«'«)       *      y(«-«,)(l+y'«+«") 
und  die  beiden  Lagrangeschen  Gleiciliimgen  werden: 


also: 


dx  '        dx  ' 


wo  c  und  d  Konstanten  sind. 
Hieraus  folgt: 

de       z'       </  , 

---,  —  --  const, 
dy       y'         €  ' 

also: 

^-^y  +  'f', 

d.  h.  die  Brachistochrone  liegt  in  einer  Yertikalebene,  und 
wenn  wir  die  ^-Achse  in  diese  Ebene  verlegen,  so  ergiebt 
sich  nach  Nr.  879,  dafs  die  Kurve  eine  Ct/kloide  sein  mufs. 

888.  Höhere  Ableitungen.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Fall 
über,  wo  die  Funktion  V  aufser  x,  y,  i/  noch  höhere  Ab- 
leitungen von  y  enthalt  Es  soll  also  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  gemacht  werden  ein  Ausdruck 

S  e  r  r  e  t ,  Diff.-  u.  Integral  -  Beohxmng.  HL  2.  Aufl.  2  7 
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(1)  8^fy{x,y,if,^',...i^'))dx, 

wobei  wieder    die  Stetigkeit   aller  Ableitungen  yorausgesetzt 
werden  soll.      An  den  Ghrenzen  sei  vorgeschrieben: 

Wir  betrachten  wieder  die  einparametrige  Schar: 

wo 

i?(«o)  =  VW V—''  (a^o)  =  0, 

Hier  ist  wie  in  Nr,  875: 

wenn  allgemein  das  Zeichen  d  die  Operation  f  ^j    ausdrückt. 
Dann  folgt  wie  früher:  *" 

(4)    d8^rdrdx^r(Ydy  +  Y^di/+.^^  +  Yndt^-))dx, 
wo  gesetzt  ist: 

dv    ^     dv        ^      dv 

Es  ist  aber,  wenn  man  ganz  allgemein  die  totale  Diffe- 
rentiation nach  X  durch  die  Accente  andeutet: 

a-i  Xi 


«•  «0 
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Ebenso  findet  man  successiTe  durcli  teilweise  Integration; 

Xi 

Xo 

Also  ist  nach  (4):  ^ 

(5)  d8^[L,äy  +  ^di/  +  -.^  +  Lniy^^-'^^l+J^LSydx, 
wo  znr  Abkürzung  gesetzt  ist: 

L,^  r,-  r;+  •••    +  (-ir-V„~-« 

Für  8y=^ri{x)  verschwinden  wegen  (3)  alle  in  [eckigen] 
Klammem  stehenden  ;;  Grenzglieder '^,  wahrend  sonst  die  Funk- 
tion ri{x)  willkürlich  bleibt,  Wir  dürfen  also  analog  wie  vxx 
Nr.  877  die  folgende  spezielle  Variation  einführen: 

(6)  *y  =  1? {x)  =  (ä;  -  x^Y(Xy^  -  xYL. 

Für  den  Fall  eines  Maximums  oder  Minimums  ist  daher 
wieder; 


$8 


=  /  U{x  —  XqY(x^  —  xydx  =  0 


Xo 

und  wie  in  Nr.  877: 

Eine  Funktion  y,^f(x),  welche  unter  den  Ghrenzbedin*. 
gungen  (2)  das  Integral  8  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
macht,  erfüllt  also  die  Differentialgleichung  2n^*  Ordnung: 

27  ♦ 
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(7)  i=r-r{+ri'-..-  +  (-.irri''> 

^dv     d  ^Vtj^lZ^       \  (    n^  ^  ^^  —  o 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleiclinng  wird 
von  der  ¥orm  sein:* 

(8)  y^f(x,c,,c,,...Ctn), 

und   die   2n  .Integrationskonstanten  können  dazu  dienen,  die 
2n  Ghrenzbedingnngen  (2)  zn  befriedigen: 

884.    Integration    in    besonderen    Fällen«     Wir    setzen 
wie  früher: 

5=  Cräx 


ß 


Xo 


und  nehmen  an,   dals  V  nur  eine  einzige  Funktion  y  Ton  x 
mit   ihren   beiden    ersten   nach   x    genommenen  Ableitungen 
y',  y"  enthalt. 
Es  sei: 

F=  r(pc,  y,  y>,  y"), 

60  dafs  die  unbekannte  Funktion  y  von  der  Differential- 
gleichung 

^^>'  -^  dX   ^    dX*         ^ 

abhängt,  welche  im  allgemeinen  von  der  vierten  Ordnung  ist. 
Wir  wollen  hier  einige  Fälle  angeben,  in  denen  man  un- 
mittelbar eine  oder  zwei  Integrationen  ausführen  kann. 

1.  Enthält  F die  Variabele  y  nicht,  ist  also  V^V(x,  y',y"), 
so  wird  T  Null,  und  die  Gleichung  (1)  reduziert  sich  auf 

dx  "^  dx^  ""  "• 

Integriert  man  diese  und  bezeichnet  die  Eonstante  mit  C, 
so  erhält  man: 


YariationBrechnang.  421 

(2)  -Y^  +  ^-^^C, 

d.  h,  im  allgemeinen  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnmig. 
In  derselben  Weise  kann  man  verfahren,  wenn  V  die  GhrÖÜEie 
ff  nnr  linear  mit  konstantem  Koeffizienten  enthalt,  denn  alsdann 
ist  Y  konstant  und  somit: 

-^--Y^  +  '^-o. 

2.  Nehmen  wir  an,  dafs  V  die  Yariabele  x  nicht  enthalt, 
also  dafs  F-»  V(y,  y\  y")  ist.  Wenn  dann  die  linke  Seite 
der  identischen  Gleichung: 

dF-  (Ydy  +  T,dy'  +  Y,dy")^0 

zu  der  mit  dy  multiplizierten  linken  Seite  Ton  (1)  addiert 
wird,  so  ergiebt  sich: 

oder  weil  dy=^y^dx,  dy'=^y"dx  ist: 

äy-{Y.'^  +  y''^)ä^+{y'ä'^-Y,dy")^o. 

Die  linke  Seite  ist  ein  exaktes  Differential,  also  ist: 

(3)  F-y(r,-g)-r,y"-=c. 

3.  Nehmen  wir  an,  dafs  V  weder  x  noch  y  enthält,  also 
F=  V{y',  y")  ist.  Es  liegen  hier  also  beide  Fälle  zugleich 
Tor,  die  wir  soeben  behandelt  haben,  und  man  hat  die  beiden 
ersten  Integrale  der  Gleichung  (1): 

wobei  G  und  C  willkürliche  Eonstanten  sind.    Die  Elimination 
des  Gliedes  -^>  das  im  allgemeinen  allein  die  höchste  Ableitung 
Ton  y  enthält,  giebt  also  das  zweite  Integral: 
(4)  F=r,y"-.C'y'  +  G 

885.  Ein  Beispiel  von  Euler  für  zweite  Ableitungen. 
Es  soU  eine  ebene  Kmve  AMB  gefwnden  werden,  so  dafs  die 
Fläche  ÄBCB  mtmchen  dem  Sogen  AMB,  den  KriimmtmgS' 
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radien  AG  und  BD,  welche  m  den  Endpunkten  Ä  wnd  B  ge- 
hären, und  dem  Bogen  CD  der  3völuiey  der  zwischen  den 
Krämmungsmütelpunkten  G  und  D  enthalten  ist,  ein  Minimum 
wird. 

Es  sei  MK=  B  der  Erümmungsradias  in  einem  Punkte  M 
des    Bogens   ÄM=^s,  M^K!   ein  benachbarter    Krümmnngs- 

radins;  so  wird  die  zwischen  den 
beiden  Radien  und  den  beiden 
Eorven  enthaltene  Flache  gleich 
-^Bdsil  +  t),  wobei  b  beliebig 
klein  wird.  Bezieht  man  also  die 
Kurve  auf  zwei  rechtwinklige 
Achsen  Ox  und  Oy,  so  ist  das 
Integral  y  welches  ein  Minimum 
werden  soll: 


^-fi^'£ä.-fiipi,. 


Also  hat  man: 


«b 


'      ..ft  ' 


3^, 


y"* 


Da  der  dritte  Fall  der  Nr.  884  vorliegt,   so   besitzt   die 
Gleichung  des  MinimmuB  das  Integral: 

und  dieses  Integral  reduziert  sich  hier  auf: 

2V=G  +  C'y', 

wobei  C  und  C  willkürliche  Konstanten  sind,  weil  I^y"  =  — F 

ist.    Setzt  man  JR  j^  an  Stelle  von  F,  ;j^  an  Stelle  von  y\ 

so  wird: 

2B^  =  C^-C'P^    oder2i?  = 
ax  ax 

Wir  setzen 


dx 


pdx       pfdy 


dx        .  dy 

^  =  sm<3P,     -^-coscp, 


femer 

G  =8a  cos  a,    0'  =  —  8a  sin  a, 

wobei  a  und  a  neue  willkürliche  Konstanten  sind,  so  wird: 

U  =  4a  sin  (9  —  a). 
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Wenn  man  aber  die  Achsen  am  einen  Winkel  u  dreht 
und  immer  mit  9)  die  Neigung  der  Tangente  der  gesuchten 
Kurve  gegen  die  ^- Achse  bezeichnet;  so  hat  man  einfach: 

22 «  4a  sin  9)    oder    ds  ^  4a  sin  q)dip, 

denn  dq)  ist  der  Eontingenzwinkel.     Also  folgt: 

da;  =  ds  sin  g)  =  4a  sin*  q)dq>  ==  2a(l  —  cos  2(p)d(pf 

dy  =s  ds  cos  qp  »  4a  sin  9  cos  tpdfp  =  2a  sin  2q>dq>, 

mithin,  indem  man  integriert  und  mit  Xq,  y^  neue  willkürliche 
Eonstanten  bezeichnet: 

X  —  Xq==  ^(2^  —  sin  2q)),    y  -^y^^  a(l  —  coö  2g)). 
Die  gesuchte  Eurre  ist  sonach  wieder  eine  CyTüoide  (Nr.  231). 

886.  Gleichzeitige  Variation  von  x  und  y.  In  yielen 
Fällen  ist  es  zweckmäfsig,  die  zwischen  x  und  y  bestehende 
Abhängigkeit  yermittelst  eines  Parameters  t  auszudrücken: 

x^xit),    y=^y{t). 

Indem  wir  nun  Eurvenscharen  zu  Grunde  legen: 

x^(p{t,a),    y  =  t{t,€c), 

wird  auch  x=^x{{)  variierbar,  d.h.  nach  a  differentiierbar  bei 
konstantem  t  Im  folgenden  sollen  die  bei  konstantem  u  ge- 
nommenen Ableitungen  nach  t  durch  Accente  und  die  ent- 
sprechenden nach  x  durch  JDy  D^, . . .  ausgedrückt  werden.  Dann 
ist  fOr  jede  Funktion  u  von  x: 

d  bedeutet  wie  früher  (g-j  ;  wo  cc  von  t  unabhängig  sein 
soll.    Es  ist  daher  wie  früher: 

und  man  hat  für  jedes  u=^  u(t,  a): 

D(du  -DuSx)^^-  JDu^  -  D'udx  =  *  j!  -  D^udx, 
also: 
(1)  D{du  --BuSx)  =.  SDu  -  B^uäx. 
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Hieraus  folgt  durch  Differentiation: 

D>(* w  -  Du  dx)  =  D(dDu  -  D^u  dx) 
also,  wenn  man  in  (1)  u  durch  Du  ersetzt: 

D\du  -  Dudx)  =  dD^u  -  D^udx, 
und  man  erhält  successiye: 

D^{du  -  Dudx)  =  dD^u  -  D^uäx, 

.Q.                 2)*(*M  -  Dw  Ja?)  =  dD* w  -  D'^M dx, 
V^) 

2r(*w  -  Dudx)  «  JITm  -  If^'udx, 

Definieren  wir  also:  ^ 

(o^dy  —  Dy  dx, 

so  folgt  aus  (2)  ^  u^y: 

(3)  DTto^dlfy'-'Dr^^ydx. 

Diese  Beziehungen  wollen  wir  auf  Integrale  der  in  Nr.  883 
betrachteten  Form  anwenden. 

Es  sei  gegeben  die  Funktion: 

V^V{x,y,Dy,D'y,.,.jry). 

Dann  ist,  wenn  man  die  partiellen  Ableitungen  von  V 
nach  X,  y,  Dy, . . .  D^y  mit  X,  Y,  Y^, ...  Yn  bezeichnet: 

Dr=^X      +YDy+  Y^D^y+'+Ynir^^y 
"^^      dV^XdX'\-Ydy^  Y^dDy+'A-  YndD^y. 

Also: 
dV-DVdx-=^  Y{dy-Dydx)  +  Y^idDy  -  D^ydx)  + -'- 

+  Yn{dD''y--ir^^ydx) 
und  mit  Benutzung  von  (3): 

(4)  dF-2)F*a:=rai+  ZiDoj  +       +  r^iraj. 
Demnach  wird: 

d(yci!)=^aldV+Vdid 

=  x^DVdx  +  {Y(o  +  FiDö  +  •  •  +  YnlT(o)x'+  Ydoi 
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^^  ofD  V8x  +  V8a!  =  {Vdxy 

ist. 

Betrachtet  man  also  das  Integral: 


«1  'i 

8=^lrdx=^lrsddt, 


80  wird: 


8S^f8{y(xi)dt^[V8xf^+f{Y(o+YJ)^^ 


oder: 

«1 


(5)  88  =  [Fda;f     +  /(r©  +  FiDcö  +  •  •  •  +  rnD**©) da;. 

Xo 

Hier  hat  der  Integrandas  dieselbe  Form  wie  in  (4) 
der  Nr.  883^  nur  dals  jetzt  (o  an  Stelle  Ton  8y  tritt 
und  entsprechend  D©,  . . .  2)**ca  an  Stelle  von  dy', . . .  dy^"^ 
Es  folgt  also  durch  genau  dieselbe  Rechnung  wie  dort^  näm- 
lich durch  successive  teilweise  Integration  nach  x: 

(6)  88  =  [r8x  +  L^o  +  L^Do  +  •  •  +  inD'-^cof  +  j Ladx 

h 
«  \V8x  +  ii©  +  •  •  •  +  LnlT^^fof     +  iLcoafdt, 

wo 

i  =  r-Dri  +  D^Yj  —  +  (-i)"2rr„, 

Zur  Auffindung  der  Mazima  und  Minima  des  Integrales  S 
betrachten  wir  die  Kurvenschar: 

x=^q>(t)^at\t)ri(t) 
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wo  a  =  a^j=0  der  gesuchten  Kurve:  x  =  q){t),  y=^^(t)  ent- 
sprechen soll.    Hier  wird: 

*^  =  (l^)o — *'(<)^(0  =  - 1/^(0, 

und  nach  (3): 

idm  =  alSy  -  t/dx  =  (a/*+  j/0^(0- 

Im  einfachsten  Falle^  wo  an  beiden  Grenzen  t^^t^  und 
t  =  t^  die  Werte  von  a;,  y,  Dy,  ...  D^^^y  sämtlich  vor- 
geschrieben sind^  müssen  die  Yariationen  dieser  Ghröfsen  und 
damit  wegen  (3)  auch  die  Werte  o,  Da, . . .  2)**"~^(ö  an  beiden 
Grenzen  verschwinden,  und  man  erhält: 

(8)  dÄ= /ii?(0(a/H  j/^)dt  =  0. 

to 

Setzt  man  hier  wieder  analog  wie  in  Nr.  883: 

wodurch  die  ,,Gh:enzbedingungen'^  gewils  befriedigt  werden, 
so  ist  der  Integrandus  wieder  nur  po'sitiver  Werte  fähig,  und 
man  schliefst  wie  dort  auf  das  Bestehen  der  Differentialgleichung: 

(9)  L=Y-DY,  +  D'Y,-  +  ''^+i-lTirYn=^0. 

Bei  dieser  zweiten  Herleitung  der  Differentialgleichung 
wurde  nicht  wie  bei  der  ersten  vorausgesetzt,  dafs  y  eine  ein- 
deutige Funktion  von  x  sein  sollte,  wenn  sich  nur  die  beiden 
Yariabelen  als  eindeutige  Funktionen  eines  Parameters  t  dar- 
stellen lassen. 

AUe  hier  angestellten  Betrachtungen  und  Rechnungen 
lassen  sich  wie  in  Nr.  880  leicht  auf  den  Fall  mehrerer  un- 
bekannter Funktionen  ausdehnen. 

887.  Variation  der  Grenzen.  Bisher  hatten  wir  uns  auf 
solche  Probleme  beschränkt,  wo  zwischen  festen  Grenzen 
variiert  wurde,  d.  h.  die  gesuchte  Kurve,  sowie  alle  zum 
Vergleich  heraugezogenen  Kurven  unseres  Funktionen -Bereiches 
sollten  durch  zwei  gegebene  Endpunkte  gehen,  zwischen 
denen  die  Integration  zu  erstrecken  war,  und  im  Falle 
höherer  Ableitungen   sollten  auch  die   sämtlichen  Ausdrücke 
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Dy,  Z)*y, . . .  D^—^y  an  beiden  Ghrenzen  vorgeßchriebene  Werte 
annehmen.  Die  gleichzeitige  Variation  der  beiden  Yerander* 
liehen  x  und  y  gestattet  nns  aber  auch  die  Behandlung  von 
Fallen^  wo  die  Endpunkte  der  Integration  anderen  und  allge- 
meineren ;^Gh:enzbedingungen^'  genügen^  z.  B.  die  Losung  der 
Aufgabe,  die  kürzeste  Verbindungslinie  zwischen  zwei  gegebenen 
Kurven  zu  finden. 

Das  Verfahren  ist  zunächst  dasselbe  wie  in  den  früheren 
Fällen:  aus  der  Gesamtheit  der  ,, erlaubten^'  Kurven  greifen 
wir  eine  einparametrige  Schar  (a)  heraus,  unter  denen  die 
gesuchte  gleichfalls  das  Maximum  oder  Minimum  des  Integrales 
liefern  mufs.  Durch  Differentiation  nach  dem  Parameter  a 
erhalten  wir  wie  früher  als  notwendige  Bedingung  das  Ver- 
schwinden der  „ersten  Variation '*: 

'^-(i§)..-«. 

also  nach  (6)  in  Nr.  886  die  Gleichung: 

88  =  [Vax  -f  ii©  -I- . . .  +  inZ)"""^©]^  + 1  Lfodx 

(1) 

=  Fl  -  Po -f /irada;  =- 0, 

wenn  die  Zeichen  F,  L,  L^,  . . .  L«,  D,  (o  die  dort  angegebene 
Bedeutung  haben  und  Fq,  F^  die  Werte  des  eingeklammerten 
Ausdruckes : 

r  =  VSx  +  L^co  +  L^D(o  -f . .  +  LnlT"^^ 

=  Vax  +  L^{8y  -  BySx)  +  •  •  •  +  LniSIT^^y  -  iTySx) 

an  den  beiden  Endpunkten  0  und  1^  wo  ^  =  ^o  ^^^^  t^t^ 
ist,  bezeichnen. 

Unsere  „Grenzbedingungen"  seien  nun  von  der  Form, 
dafs  zwischen  den  Werten: 

a:o,  y^,  DPoy  •  •  •  J5""^yo; 
X,,  y„  Dy,,  . . .  D'-Vi, 
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welche  die  Ghröfsen  x^  y,  Dy,  . . .  IT^^y  an  den  beiden  End- 
punkten 0  und  1  annehmen^  ein  System  Ton  Gleichungen 
besteht: 

(2)  Jf-0,    j\r=o,    JR  =  o,... 

deren  Anzahl  m  aber  2n  nicht  überschreiten  darf. 

Diesen  Bedingungen  mufs  nun  die  gesuchte  Kurve  y  =  f(x\ 
welche  das  Minimum  liefern  soll;  jedenfalls  genügen  und  damit 
auch  alle  solchen  Eurven^  welche  an  den  Endpunkten  die- 
selben Werte  von  x,  y,  . , .,  If^y  besitzen. 

Es  wird  demnach  unbeschadet  der  Grenzbedingungen  (2) 
auch  eine  stetige  Variation  bei  festgehaltenen  Grenzwerten, 
wie  sie  in  Nr.  886  eingeführt  wurde ,  ebenfalls  erlaubt  sein 
und  durch  Benutzung  der  dort  verwendeten  speziellen  Variation 
schlieisen  wir  wieder  auf  das  Bestehen  der  Lagrangeschen 
Differentialgleichung 

für  die  gesuchte  Kurve.    Dann  mufs  aber  das  Integral  1  Lodx 

auch  für  jede  andere  Variation,  die  von  der  betrachteten  Kurve 
ausgeht,  gleichfalls  identisch  verschwinden,  und  wir  haben  für 
jede  erlaubte  Variation: 

=  (F^^>  -  L'^^Dy, ...  -  L^^D''y,)dx, 

(3)  +z?^*y,+...+iL^^iy2r-Vi 

-^Lf^dy,...^L^^dir-\^0. 

Nun  gelten  die  Grenzbedingungen  (2)  allgemein  für  alle 
Kurven  der  betrachteten  Schar,  man  darf  diese  Gleichungen 
also  auch  „variieren'^,  d.  h.  nach  dem  Parameter  a  differentiieren 
und  erhält: 

SN=0,    SR==.0  U.S.W., 
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also    m   lineare   und    homogene    Gleichungen    zwischen    den 
2n  +  2  Gröfsen: 

\y)  —1 

dx^,    dffiy    dDy^,  .. .,  dir     y^. 


Könnten  wir  nun  beweisen,  daXs  zu  jedem  solchen  Werte- 
system (5);  das  den  Gleichungen  (4)  genügt,  auch  immer 
eine  Eiirvenschar  (a)  gefunden  werden  kann,  welche  für  jeden 
Wert  a  eines  gewissen  Interyalles  den  Bedingungen  (2),  sowie 
den  Stetigkeitsbedingungen  genügt,  für  a  =  0  die  vorgelegte 
Losung  der  Lagrangeschen  Differentialgleichung  ergiebt  und 
an  den  Ghrenzen  0  und  1  die  Variationen  (5)  liefert,  so 
könnten  wir  in  der  angegebenen  Weise  auf  das  gleichzeitige 
Bestehen  des  Gleichungssystemes  (3)  für  dieselben  Werte  (5) 
schlielsen  und  hatten  damit  die  Bedingung  SS^O  auf  ein 
rein  algebraisches  Problem  zurückgeführt.  Wir  könnten  dann 
ebenso  wie  in  Nr.  166  bei  der  Theorie  der  einfachen  Maxima 
und  Minima  „Lagrangesche  Faktoren^'  [i,  v,  q,  . . .  einführen 
und  in  der  Gleichung: 

(6)  Ti  -  To  +  fidM  +  vdN  +  QäR  + 0 

die  2n  +  2  Koeffizienten  der  Ghrölsen  (5)  gleich  Null  setzen, 
um  die  sämtlichen  zu  den  Gleichungen  (2)  hinzutretenden 
Bedingungen  zu  erhalten,  welchen  die  betrachtete  Lösung  der 
Differentialgleichung  yermöge  88^0  an  den  Litegrations- 
grenzen  genügen  mufs.  Da  aber  der  hier  verlangte  Nachweis 
für  die  Existenz  einer  solchen  Kurvenschar  (u)  nicht  ganz 
einfach  ist,  so  wollen  wir  uns  lieber  auf  einen  in  seinen 
Anwendungen  besonders  wichtigen  Spezialfall  beschranken. 

888.  Dorohfühmng  der  Untersnohung  für  einen  Speaial- 
falL  Wir  wollen  voraussetzen,  dals  der  eine  der  beiden  End- 
punkte der  Integration  auf  einer  vorgeschriebenen  Kurve 
variiert,  wahrwid  der  andere  vorläufig  fest  bleibt,  und  be- 
schränken uns  der  Einfachheit  halber  auf  den  Fall  m»  1,  wo 
der  Integrand  nur  die  erste  Ableitung  von  y  enthält. 

Dann  reduzieren  sich  die  Bedingungen  (2)  der  vorigen 
Nummer  auf  die  folgende  Gleichung  der  „  Grenzkurve '^: 
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(2)'  M(x„y,)  =  0 

und  die  Gleichung  (3)  geht  üher  in: 

(3)'        d8=^r,^ir^')^l\^)Dy,)äx,+  Y[^)dy,^0, 

wahrend  wegen  der  Voraussetzungen  0x^=^0^  ^^^»0  alle 
Glieder  Ton  Fq  verschwinden.    Nehmen  wir  nun  an, 

sei  die  gesuchte  Kurve,  welche  der  Lagrangeschen  Differential- 
gleichung genügt  und  das  Maximum  oder  Minimum  liefern 
soll,  und  ihre  Endpunkte,  die  den  Werten  t^t^  und  t  =  t^ 
entsprechen,  seien  mit  Xq,  y^  und  x^,  y^  bezeichnet,  so  können 
wir  in  unserem  Spezialfälle  eine  geeignete  Eurvenschar  (a) 
leicht  bestimmen.  Die  Gleichung  der  Ghrenzkurve  (2)'  können 
wir  nämlich  auch  in  der  Form  schreiben: 

wobei  dem  Werte  a  =  0  des  Parameters  der  Endpunkt  x^j  y^ 
der  gesuchten  Kurve  entsprechen  möge.  Dann  stellen  die 
Gleichungen 


in  der  That   eine   Schar  von  Kurven   dar,   welche   fär   < »  ^^ 
den  festen  Anfangspunkt  XQ^q)(tQ),  ^o—^C^o)  ^^^  ^^  <  =  ^i 
den  variabelen  Endpunkt  x=^g(a),  y  =  h(cc)  besitzen  und  für 
a  =  0  in  die  ursprüngliche  Kurve  übergehen. 
Ferner  wird 

SO  dals   dx  und   dj/   für  ^  =  ^i   in  der  That  in  dx^  und  dy^ 
übergehen.    Also  gilt  (3)'  für  die  Werte: 

dx,^g\0),    3y,^h'(P), 

welche  nach  (2)'  durch  die  Bedingung  verbunden  sind: 
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(4)'  *Jlf=||*a;,  +  |f*y,  =  0, 

und    durch    Elimination   von    Sx^j  8y^   aus   (3)'  und  (4)'  er- 
halten wir: 

(5),  (F-r,2),,)|^-r,|f-o 

als   eine   neue  Bedingung,   welche  an  dem  Endpunkte  1  der 
gesuchten  Kurve,  d.  h.  f&r 

^==^i=<3p(0.  j/=yi=^(0;  ^y^^y^^^'^) 

gelten  mufs. 

Im  Falle,  wo  der  untere  Grenzpunkt  0  auf  einer  gegebenen 
Kurve  N{x^y  y^  =  0  variiert,  wahrend  1  festbleibt,  erhalten 
wir  durch  genau  dieselben  Schlüsse  die  analoge  Grenzbedingung: 

ür 

x^x^^q>{Q,    y  =  y,^^(t,),     Dy^Dy,=  ^y 

Sollten  beide  Ghrenzpunkte  0  und  1  gleichzeitig  auf  zwei 
Kurven  M^=^0,  N=0  variieren,  so  kann  man  einmal  den 
einen,  dann  den  anderen  bei  der  Variation  festhalten  und 
schliefst  so  auf  das  simultane  Bestehen  der  Gleichungen  (5\ 
und  (5)^.  In  jedem  Falle  erhält  man  istoei  Ghrenzbedingungen, 
die  zur  Bestimmung  der  beiden  Integrationskonstanten  der 
Lagrangeschen  Gleichung  dienen  können. 

889.  Anwendung  auf  einige  Beispiele,  Ein  Teil  der 
früher  behandelten  Beispiele  (Nr.  878,  879)  bezog  sich  auf 
Integrale  der  Form: 

S  =  /?7(iP,  y)ds^jU{xy  y)yd^FVdf 

U{x,  y)yi  +  Dy'dx, 


-ß 


wo   die  Ableitung  Dy   nur   im   Differential   der   Bogenlänge 
erscheint.    Für  jedes  solche  Integral  wird: 
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and  die  Bedingung  (3)'  geht  nach  Division  dnrch   TJix-^^,  y^) 
über  in: 

(')!       (t)*'^+e-f).'».-<>. 

ebenso  die  äqniralente  Bedingmig  (5)^  in: 
/KNf  /da:\  dM      (dy\  dM      ^ 

d.h.    die    gesuchte   Kurve    x=^q){t),     y»=^(0;     wdche    der 
Lagrangeschen    IHfferentialglmhu/ng    genügt y    mufs   mit    der 
vorgeschrid>enen  Qrenzkmve  Jlf  =  0  einen  rechten  Winkel  bilden. 
Wenden  wir  unser  Ergebnis  auf  den  Fall: 


17=1,     8^  Cydx'+dy^ 


also  auf  das  im  Anfang  von  Nr.  887  erwähnte  Problem  der 
kürzesten  Linie  in  der  Ebene  an,  so  erhalten  wir  z.  B.  den  Satz: 

Die  hürzeste  Verbindimgslime  zwischen  zwei  äyenen  Kurven 
ist  eine  Gerade,  welche  auf  beiden  Kurven  senkrecht  steht y  also 
eine  gemeinsame  Normale. 

Dieser  Satz  gilt  aber  auch  für  Raumkurren,  also  für  das 
in  Nr.  881  behandelte  Beispiel  mit  zwei  unbekannten  Funktionen, 
wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

890.    Auadidhnmig    auf   zwei   unbekannte   Funktionen. 

Sind  in  einem  Integrale  von  der  in  Nr.  880  betrachteten  Form: 

(1)     8^fv{x,y,z,By,I)g)dx    (Dy  =  ||>    ^^-^) 

auch  die  Grrenzpunkte  0, 1  variabel,  so  kann  man  wieder  alle 
drei  Koordinaten  Xy  y,  z  für  jede  Raumkurve  als  Funktionen 
von  t  auffassen  und  erhält  durch  Variation  längs  ein^  Eurvien- 
schar  (a)  ganz  analog  wie  in  Nr.  886: 
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1 


(2) 


WO 


88  =  [Vdx  +  T^(8y  -  Dyix)  +  Z^{8z  -  Be8x)\ 
+  l\L{8y  -  Bydx)  +  M{Sz  -  Bg8x)\x'dt, 


ist  und  L,  Jf  die  in  Nr.  880  angegebene  Bedeutung  haben. 
Wie  in  Nr.  887  kann  man  hier  zunächst  bei  festen  Orenz- 
punkten  Xq,  y^,  Zq  und  x^y  y^,  0-^  yariieren  und  schliefst^  wie 
in  Nr.  880,  wieder  auf  das  Bestehen  der  beiden  Lagrangeschen 
Differentialgleichungen : 

(3)  i  =  0,    Jlf  =  0, 

wodurch  sich  die  erste  Variation  reduziert  auf: 


98^  Fl-  ro=  [(F-  Y^Dy  -  Z^D0)dx  +  Y^dy  +  Z^8e\ . 


Lälst  man  nur  den  einen  Endpunkt  1  längs  einer  Kurve 

yariieren: 

oo^g(cc),    y-=-h{a),    z^l{a), 

so  kann  man  wieder  die  Euryenschar  betrachten: 


X  =-  (jp(<)  +  - 


^[*(«)-yi], 
P(«)-U 


welche  fOr  (k  =  0  wegen 
die  gesachte  Karre: 

«  =  9(0»  y-^(0;  «-z(<) 

mit  dem  Endpunkt  x^,  y^,  e^  ergiebt,  and  erhält: 

fOr  alle  erlaubten  Variationen  dx^,  üy^,  90^  des  Endpunktes  1. 

Serret, Dift.- a. Integral-Beohnting.  m.  l.Atifl.  28 
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Hier  ist  aber 

SO  dajjs  wir  schlielslich  als  Orenzbedingnng  erhalten: 

(4y  (F(i)  _  Yi^)Dy^  -  Zf^)Bg^)tf(0)  +  r}^)Ä'(0)  +  Zf^)V{Q)  =  0, 

wo  Difi  und  Dzi  die  Werte  der  im  Punkte  1  längs  der  ge- 
suchten Eurye  genommenen  Ableitungen  -^  und  ^;  also  die 
Werte  ^J  ^nd  ^  bedeuten. 

Soll  der  Endpunkt  1  statt  auf  einer  Baumkurve  auf  einer 
Fläche 

frei  beweglich  sein,  so  darf  auf  jeder  beliebigen  Kurve  dieser 
Fläche  variiert  werden,  und  die  Variationen  tfiCi,  dy^,  dz^  sind 
an  die  einzige  Bedingung  geknüpft: 

(5)  S'*-^  +  i|'*^x  +  |f*^x-0. 

Man  erhält  also  zwei  Grenzbedingungen,  indem  man  z.  B. 
dz-^  durch  8xi  und  8y^  ausdrückt,  in  (4)  einfOhrt  und  dann 
die  Koeffizienten  von  dj/^  und  dz^  einzeln  =»  0  setzt. 

In  dem  Spezialfälle,  wo  analog  wie  in  Nr.  889 

F=  17(0;,  y,  z)yi^  By*  +  I)g*^  U^^ 
ist,  haben  wir 

und 

r-r,i),-^.D.-F(|£-|?,^_gg) 

SO  dafs  die  Bedingung  (4)  übergeht  in   - 

und  wieder  die  Orthogonalüät  der  gesuchten  Kurve  auf  der 
vorgeschriebenen  Grenzfläche  oder  Baumkurve  ausdrückt. 
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§  3»  Probleme  mit  Nebenbedlngimgeii. 

89L  Isoperimetrisolie  Probleme.  Sucht  man  miter  allen 
geschlossenen  ebenen  Kurven  Ton  gegebenem  umfange  diejenige, 
welche  den  gröfsten  Inhalt  einschlielst,  so  ist  bekanntlich  der 
Kreis  die  gesuchte  Kurve.  Es  handelt  sich  hierbei  um  ein 
Problem  der  Yariationsrechnung,  bei  welchem  ein  Integral  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werden  soll,  während 
ein  anderes  Integral  einen  vorgeschriebenen  Wert  hat.  Man  nennt 
daher  im  Hinblick  auf  die  eben  angedeutete  geometrische  Auf- 
gab^ allgemein  Probleme  dieser  Art  isoperimetrische;  sie  bilden 
eine  besondere  Klasse  der  relativen  Yariationsprobleme  im  Gegen- 
satz zu  den  absoluten,  bei  denen  keine  N^benbedingungen  auf- 
treten. Wir  geben  jetzt  eine  allgemeine  Theorie  derselben 
und  werden  später  als  Anwendung  auch  das  eben  genannte 
Beispiel  behandeln. 

Es  sei 

(1)  S=fnx,y,^dx  (y'-lg 

Xo 

das  Integn^,  das  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht 
werden  soll,  während  das  zweite  Integral 


(2)  T^fw{x,y,]/) 


dx^l 


Xo 

den  vorgeschriebenen  Wert  l  hat.  Wieder  sollen  V  und  W 
gegebene  analytische  Funktionen  ihrer  Argumente  sein,  die 
sich  in  dem  Bereiche,  in  dem  sich  unsere  Betrachtungen 
bewegen,  regulär  verhalten,  und  unter  allen  Funktioneu 
y  =s  y(x),  die  den  in  Nr.  877  angegebenen  Bedingungen  und 
der  Gleichung  (2)  genügen,  sowie  an  den  Grenzen  Xq  und  x^ 
vorgeschriebene  Werte  ^Q  und  yi  annehmen,  soll  diejenige  y=jr(a?) 
gefunden  werden,  welche  S  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
macht.  Auf  diesen  einfachsten  Fall  isoperimetrischer  Probleme 
wollen  wir  zunächst  unsere  Entwickelungen  beschränken. 

892.  Der  Lagrangesohe  Faktor.    Wir  betrachten  eine 
zweifach  unendliche  Kurvenschar 

(3)  y--f{<v)'¥afi{x)'fß»(x) 

28* 
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mit  den  Panunetem  a  und  ß,  wo  17  und  d  unseren  Stetig- 
keitsbedingimgen  genügen  und  beide  sowohl  für  :r  » rr^  als  für 
x^*^Xi  Terschwinden  sollen: 

(4)  iy(^o)  =  '^(^)  =  0,    ^(a:o)  =  ^(a:,)  =  0, 

so  dafs  unsere  Schar  allen  gestellten  Forderungen  genügt^  aolser 
der  Nebenbedingung  (2). 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Funktionen  17  und  d*  fixiert  und 
ftlr  y  seinen  Wert  aus  (3)  eingesetzt;  so  werden  8  und  T 
analytische  Funktionen  Ton  a  und  ß.  Wir  erf&Ilen  nun  auch 
die  Gleichung  (2)^  wenn  wir  aus  der  zweifach  unendlichen 
Eurrenschar  (3)  die  <x>^  Kurven  aussondem,  f&r  welche 
T{ay  ß)  *=  l  wird.  Für  «  «  0,  /J  =  0  liefert  (3)  die  gesuchte 
Kurve  y  ^  f{^)f  ^uid  diese  erfiült  nach  Voraussetzung  die  Be- 
dingung (2).    Wir  haben  also  die  Gleichung: 

(2a)  Tia,ß)  =  T(p,0)  =  l, 

welche  ß  als  implicite  Funktion  Ton  a  definiert  An  der  Stelle 
a  =s  0,  /}  «>  0  Yerh&lt  sich  T  regulär.  Ist  also  an  derselb«! 
Stelle 

(5)  lf+0, 

SO  wird  ß  eine  analytische  Funktion  von  a,  die  in  der  Um- 
gebung von  tt  =  0  regulär  ist,  für  a«=0  verschwindet  und 
unsere  Bedingung  (2  a)  von  selbst  erfüllt  (Nr.  661).  Setzen 
wir  diese  Funktion  ß  —  ß{a)  in  (1)  ein,  so  wird  S  eine  Funk- 
tion 8{a)  von  a  allein,  welche  fQr  a  =  0  ihren  grolsten  oder 
kleinsten  Wert  annehmen  soll. 

Wir  haben  daher  an  der  Stelle  a  =  0,  /}=»0: 

und  erhalten  gleichzeitig  durch  Differentiation  von  (2  a)  an  der- 
selben Stelle: 

(')        (ID.-(lf).+(ID.(l-f).=»- 


Varüktionsreehaung- 
Nun  ist  »ber  wegen  (3): 
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(8) 


(lf).-/(f»«+l?*'«)''«-*'^' 


wo  in  den  Funktionen  F,  W  und  ihren  Ableitungen  für  y 
und  y  immer  /*(a?)  und  f\x)  zu  denken  sind.  Hier  entsprechen 
die  Bezeichnungen  88y  dT  der  in  Nr.  875  eingeführten 
Definition  der  ^^ ersten  Variation''^  wenn  man  Sy '=  fi{x)  an- 
nimmt, und  ebenso  entstehen  d'5,  d'jT,  wenn  man  statt  dessen 
die  Variation  ä'y  —  d'(x)  zu  Qrunde  legt. 
Wir  haben  also  nach  (6)  und  (7): 

(6a)  d5+*'5(||)=0, 

(7a)  dT+d^d^j^O, 

während  nach  (5) 

«TT  +  O 
Yorausgesetzt  wird. 

Setzen  wir   daher   (j^j    aus   (7a)   in  (6a)   ein,   so  er- 


halten 

wir: 

\«^**/U 

dS-^ÖT  = 

-.0, 

oder,  wenn  zur 

AbkOming 

(9) 

ifT~     *■ 

gesetzt 

wird: 

(10) 

d8  +  X8T  = 

0. 
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Führen  wir  jetzt  ftLr  dS  und  dT  ihre  Ausdrücke  aus  (8) 
ein  und  beachten,  daCs  X  eine  Ton  x  unabhängige  Eonstante 
ist;  so  wird 


/ß 


ß 


oder 

und  indem  wir  X  auch  bei  der  Variation  als  Eonstante  behandehi, 
können  wir  auch  abgekürzt  schreiben: 
(10a)  8{S  +  XT)^0. 

Es  gilt  also  genau  dieselbe  Bedingung,  als  ob  das  Integral 

8*^8  +  XT^r{r+XW)da> 

«b 

zu  einem  absoluten  Maximum  öder  Minimum  gemacht  werden 

sollte,    worin   X    eine   yorlauflg    noch    unbekannte  Eonstante 

darstellt. 

Um  nun  die  Differentialgleichung  für  die  gesuchte 
Funktion  y  =/'(a?)  zu  erhalten,  beachten  wir,  dafs  die  Variation 
äy  =  7i{x)  abgesehen  Ton  unseren  Stetigkeitsbedingungen  und 
Yon  den  Orenzbedingungen  (4)  noch  vollkommen  willkürlich 
ist,  wir  erhalten  also  durch  genau  dieselbe  Schlulsweise  wie 
in  Nr.  877  die  Beziehung: 

Vorausgesetzt  ist  dabei  immer,  dals  die  in  (3)  eingeführte 
Funktion  %'{po)  so  gewählt  werden  kann,  dafs  (5)  erföllt  ist. 
Dies  wäre  aber  ersichtlich  nur  dann  unmöglich,  wenn  S^T 
für  oZZß  erlaubten  Variationen  8^y  oder,  was  dasselbe  ist,  ST 
für  äUe  erlaubten  Variationen  8y  yerschwände,  und  dann 
müfste  nach  der  Schlulsweise  von  Nr.  877  die  Funktion  W 
für  sich  die  Differentialgleichung  erfüllen: 
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Wir  erlialten  also  den  Satz: 
SatJt.     WiU  num  das  Integral 

S^Cvdx 
unier  der  Nebenbedmgu/ng 

Wdx^l 


-ß 


Wo 

sfu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  so  hat  man  die 
Losungen  der  Differentialgleichung  OMfeusmhen: 

dy  dx       dy'        ^^' 

WO  X  eine  Konstante  ist.     Man  verfahrt  also  genau  so,  als  ob 
man  das  Integral 


8+XT^r{r+XW)dx 


Wo 

m  einem  absoluten  Maximum  oder  Minimum  machen  woUte. 
Vorausgesetet  wird  dabei  nur,  dafs  die  aus  dem  „isoperi- 
metrischen^ Integral  T  abgeleitete  Lagrangesche  Differential- 
gleichung  nicht  gleichzeitig  erfüllt  ist. 

Diese  Regel  stammt  Ton  Euler  und  ist  ganz  analog 
dem  in  Nr.  167  bei  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Maxima 
und  Minima  angewandten  Verfahren. 

Man    hat    also    zuerst    die    Differentialgleichung    zweiter 
Ordnung  (11)  unter  den  Orenzbedingungen 
y  =  yo    ftr    x  =  Xq, 
y=-yi    für    x=^  Xi 
zu  integrieren.   So  erscheint  y  als  Funktion  der  Veränderlichen  x 
und   des   unbekannten  konstanten   Parameters   X.    Setzt  man 
diese  Funktion  in  die  Nebenbedingung  T=^l  ein,  so  bestimmt 
sich  hieraus  schliefslich  auch  die  unbekannte  X.    Diese  hängt 
also  nur  Ton   den   Bedingungen   des   Problemes    ab    und  ist 
unabhängig    yon    der    willkürlichen    Variation    d^y,    durch 
welche    sie    in  (9)   ursprünglich    eingeführt   wurde.     In    der 
That    gilt    die    Beziehung    (10)   auf   Grund    der  Differential- 
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gleichung  (11)  für  aUe  erlaubten  Variationen  ijf,  sie  gilt  also 
auch  f&r  d'y,  und  die  Gleichung  (9)  ist  für  ein  willkürliches  i'y 
bei  demselben  k  immer  erfüllt. 

Das  gewonnene  Ergebnis  wollen  wir  jetzt  auf  einige 
Beispiele  anwenden. 

898.  Die  kleinste  Botationsfläohe  als  isoperimetrisohes 
Problem,  Welche  Kurve  unter  allen  isoperimetrischen,  die 
mcm  in  einer  Ebene  zwischen  ztoei  gegebenen  Pmklen  ziehen 
Jcann,  ist  diesige,  die  bei  der  Botation  um  eine  in  der  Ebene 
gegd)ene  Gerade  die  Meinste  BotationsfläeM  erzeugt? 

Das  Integral;  welches  ein  Minimum  werden  soll^  ist: 


8=J^yVl+l/'dx, 


überdies  muTs 


*0 


T^Tyr+Y^dx^i 

sein;  man  muis  also  das  Minimum  Ton 

«1 

8+XT=r{y  +  X)Yr+Y'dx 

«0 

bestimmen.  Da  X  eine  Eonstante  ist^  so  ist  die  Reehnuxig  die 
nämliche  wie  im  ersten  Beispiel  (Nr.  878);  und  folglieh  ist 
die  Kurve^  welche  die  kleinste  Oberfläche  erzeugt;  ebenfalls 
eine  Kettenlinie.  Nur  kann  hier  die  Leitlinie  der  Eettenlinie 
der  Rotationsachse  parallel  sein,  ohne  wie  dort  mit  ihr  zu- 
sammenzufallen; vielmehr  bestimmt  sich  der  Abstand  X  der 
beiden  Geraden  durch  die  vorgeschriebene  Bogen^ge  l, 

unsere  Aufgabe  gestattet  indessen  noch  eine  andere 
Deutung;  die  der  Mechanik  entlehnt  ist  und  zur  Benennung 
der  „Kettenlinie"  Anlafs  gegeben  hat.  Denken  wir  uns  näm- 
lich die  Kurve  zwischen  ihren  Endpunkten  gleichförmig  mit 
Masse  belegt;  so  wird  die  Ordinate  ihres  Schwerpunktes  gemafs 
der  ;,öuldinschen  Regel": 

8 
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und  wird  mit  8  gleichseitig  za  einem  Minimum.  Die  Ketten- 
linie  mit  horizontaler  Leitlinie  löst  also  die  Anfgabe:  imter 
aUen  homogen  mit  schwerer  Masse  hdegten  Kurven  von  gegebener 
Länge  zwischen  gegd>eiMn  Endpunkten  diejenige  zu  finden,  deren 
Schwerpunkt  möglichst  tief  liegt.  Nach  den  Prinzipien  der 
Mechanik  wird  demnach  ein  biegsamer  schwerer  Faden,  d.  h. 
eine  Kette,  zwischen  zwei  festen  Punkten  aufgehängt,  die 
Form  einer  Kettenlinie  annehmen. 

894,  Die  Botationaflftolie  von  kleinstem  Yolnmen«  Wdche 
Kurve  ist  unter  aUen  isoperimetrischen  zwischen  gegAenen  End- 
punkten diejenige,  für  welche  das  Vciumen  der  Botationsfläche 
am  kleinsten  wird? 

Das  Integral,  welches  ein  Minimum  werden  soll,  ist: 

5: 


-y  y^dx, 


nnd  wie  vorhin  ist 


T^J}/r+Y^dx=^l 
Man  mnls  das  absolute  Minimum  yon 


«0 


bestimmen,  und  hier  ist: 

also   wird,  da  x  selbst  in  V  nicht  Torkommt,  nach  (3)  in 
Nr.  884  jftr  Tj^O: 

das  erste  Integral  der  Differentialgleichung,  d.  h.: 

y«+-^=L^  =  c    oder    dx^     (^-»V^    . 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  einer  dasHsehm  Kurve 
(Nr.  752). 
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895.  Die  Ueinste  Botatloiiflflftdhe  von  gegebenem  Vo« 
Inmen«  Es  scU  die  Arne  Kurve  bestimmt  toerdeny  toddie  hei 
der  Botation  um  eine  in  ihrer  Ebene  gdegene  Achse  die  Kleinste 
Fläche  erzeugt,  wdche  ein  gegd>enes  Volumen  einschliefst. 

Das  Integral;  welches  ein  Minimnm  werden  soll,  ist: 


S^fyVl  +  J^dx, 


nnd  dabei  ist: 


T^Jy^dx- 


l 


Wir  suchen  das  absolute  Minimum  des  Integrales  8  +  XT 
oder,  was  dasselbe  ist,  des  Integrales: 


2aS+T~J(if*+  2ayYr+J')dx, 


wobei 


1 


eine  neue  an  Stelle  von  l  eingef&hrte  Eonstante  ist. 
Nun  wird 

r=y*+2ayYl  +  J\    ^i  =  ^^' 

also   erhält    man   als   erstes   Integral   der  zum  Minimum   ge- 
hörigen Gleichung: 

F-yr,  =  ±6«    oder    y»+^^,  =  ±6», 
wobei  b  eine  willkürliche  Konstante  ist.     Demnach  wird: 

V4aV-(y'T&V 
Diese  Gleichung  ist  die  nämliche,  welche  wir  in  Nr.  755 
untersucht  haben;  sie  gehört  zu  einer  Kurve,  welche  Yon  dem 
Brennpunkte  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  beschrieben  wird^ 
wenn  diese,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  festen  Geraden  ihrer 
Ebene  rollt,  und  erzeugt  eine  Rotationsfläche  van  konstanter 
mitUerer  Krümmung. 
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896«  Die  Kurve  von  grdfstem  Fl&clieniiilialt  bei  ge* 
gebeneör  Bogenlänge.  Es  sciU  unter  aUm  KiMrven  von  gegAment 
Länge,  wdche  in  emet  Ebene  liegen  und  durch  die  Punkte  G 
und  B  hegten^  sind,  diesige  bestimmt  werden,  ßr  wdche  die 
Fläche  ABGD  zwischen  der  Ku/rve,  der  x- Achse  und  den 
Ordinaten  der  Endpunkte  ein  Maocimum  wird. 

Das  Integral^  welches  ein  Maximnm  werden  soll;  ist  hier: 


8 
und  dabei  muTs 


^J  ydx, 


T^fyr+Y^dx^i 


Xo 


sein;   wo  l  eine   gegebene   Länge  bedeutet.    Man   muls   also 
das  absolute  Maximum  des  Integrales 

8  +  lT:^J(i,  +  kYr+Y')dx 
suchen^  in  dem  l  eine  Eonstante  ist.     Hier  wird 

und    man    hat    wieder    den    zweiten    Fall    der    Nr.  884;    die 
Lagrangesche  Gleichung  besitzt  das  erste  Litegral: 

F-j/Ti^c    oder    y  +  ^^j=-c, 
wobei  c  eine  willkürliche  Eonstante  ist.     Hieraus  folgt: 

a^ ^   (c-y)äy 

also: 

x-c'  =  yi^-(c-yy    oder    (x  -  (fy+ {y- cy=  XK 

Die  gesuchte  Eurve  ist  also  ein  Kreisbogen  über  der 
Sehne  CD,  dessen  Radius  X  durch  die  vorgeschriebene  Bogen- 
länge l  bestimmt  wird. 

Soll  nun  aber  eine  geschlossene  Eurve  unter  allen  isoperi^ 
metrischen  den  grölsten  Flächeninhalt  einschlielsen;  so  kann 
man  sie  durch  passend  gelegte  Sehnen  in  solche  Eurvenstücke 
zerlegen^   welche   einzebi    den    Forderungen    des    behandelten 
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Probkmes  genflgeiL  Die  Kurve  mnis  also  aus  lauter  Kreis- 
bogen bestehen.  Dafs  aber  alle  dieee  Kreisbogen  einem  einzigen 
Kreise  angehören,  und  da&  dieser  in  der  That  die  yerlangte 
Maximumseigenschaft  besitsfc  (Nr.  891),  wird  durch  diese 
Betrachtungsweise  zwar  nahegelegt,  aber  durchaus  noch  nicht 
bewiesen.    Yergl.  die  Schlulsbemerkung  Nr.  901. 

897.  Allgemeinere  isoperimetrisclie  Probleme.    Es  soll  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werden  das  Integral 


(1)  s-ß 


rdxy 

Xo 

während  gleichzeitig  r  weitere  Integrale  vorgeschriebene  Werte 
annehmen: 

«i  «k  a^ 

(2)  T^^l W^dx^l^y  T^^l W^dx=\y.,.  Tr=^ J  Wrdx^lr. 

Xo  Xo  Xo 

Hier  mögen  die  Punktionen  V,  TTj,  W^,  . . .  TTr  aufser  x 
die  unbekannte  Funktion  y  mit  ihren  n  ersten  Ableitungen 
enthalten. 

Wir  betrachten  jetzt  die  r+  1 -fache  Kurvenschar: 

(3)  y  «  f(x)  +  €Cfi{x)  +  ß,»i(x)  + . . .  +  ßr^x), 

worin  f(x)  die  gesuchte  Funktion  sein  soll,  die  Funktionen 
7i(x),  ^i(x),  . . .  d'r(x)  aber  gleichfalls  allen  Stetigkeitsbedin- 
gungen des  Problemes  genügen  und  an  beiden  Grenzen  Xq 
und  x^  nebst  ihren  n  —  l  ersten  Ableitungen  verschwinden 
mögen.  Dann  werden  alle  Kurven  dieser  Schar  für  hinreichend 
kleine  Werte  der  Parameter  a,  ßi,  * '  -  ßr  auch  den  Grenz- 
bedingungen genügen,  und  nach  getroflEener  Wahl  der  Funk- 
tionen Tj,  d'i,,.,^r  verwandeln  sich  die  Integrale  8,  T^, ..,  Tr 
in  ebensoviele  analytische  Funktionen  der  genannten  Parameter. 
Für  «==0,  /Ji^ft  =  ...^^^=;.0  wirdy^f(x),  und  die 
Bedingungen  (2)  werden  nach  unserer  Annahme  von  selbst 
erfüllt.    Im  übrigen  können  die  Gleichungen 

dazu  dienen,  die  r  Ghröfsen  ß  als  Funktionen  der  unabhängigen 
Yeianderlichen   a  zu   definieren.    In   der  That   eigeben   sich 
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nach  dem  Satze  Nr. 720  r  analytische  Funktionen  ßi(a\ . . .  ßr(cc), 
welche  sich  für  a — 0  samtlich  anf  0  reduzieren^  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  regulär  sind  und  die  Oleichongen  (2  a)  erfttllen, 
vorausgesetEt;  dafe  die  Funktionaldetenninante  der  r  Funktionen 
T^,  jT^^  . . .  Tr  nach  der  Ver&nderlicheii  ß^,  ß^,  . . .  ßr  an  der 
betrachteten  Ausgangsstelle  tt  =  0,  /S^ »  0^  . . .  /S^  ^-^  0  nicht 
verschwindet. 

Nun  haben  wie  in  Nr.  892  die  partiellen  Ableitungen  der 
Integrale  8,  T^,  . . .  Tr  nach  den  Parametern  tt^  ßu  *  *  *  ßr  an 
dieser  Stelle  wieder  die  Form  und  Bedeutung  von  Variationen 
(Nr.  875),  so  dals  wir  schreiben  können: 


(4) 


(If).-*MII).-''.^.- (©.-''^' 


und   die  Bedingung  für  die  Auflösbarkeit  von  (2  a)  nimmt 

die  Form  an: 

dl  Ji     tfj  Jj  . . .  6rT^ 

dl  Tg    dg  Tg  ...  ^^^2 


(5) 


+  0. 


dj^V       dgTr  .  .  .   drTr 

Denkt  man  sich  jetzt  die  gefundenen  Funktionen  ßi,ß%y'ßr 
in  (1)  eingeführt,  so  wird  S  eine  Funktion  von  a  allein, 
welche  für  a  =  0  ihren  grölsten  oder  kleinsten  Wert  annehmen 
soll.    Daraus  ergiebt  sich  dann,  wie  in  Nr.  874,  die  Bedingung 

für     «  =  0, 

wahrend  wegen  (2  a)  gleichzeitig  auch  alle  nach  a  genommenen 
totalen  Ableitungen  der  Integrale  T^,  Tg,  ...  Tr  verschwinden 
müssen.  Wir  erhalten  also  mit  Benutzung  der  Bezeichnungen 
(4)  für  die  Stelle  a  «  0  das  folgende  System  von  Gleichungen: 


da 


(6) 


da  '     '     aoc 


+  • 


'      '^     da 


0 


dT, 
da 


tf^i+^x^'.f +  -+*.r.^' 


f^^  =  dT.+  *,T.^  + 


.+  d.r.^^  =  o. 
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Um  hier   die    unbekannten  Ableitungen  -p"^  * '  '  -jt-  zu 

eliminieren;  kann  man  wie  in  der  Theorie  der  gewöhnlichen 
Mazima  und  Minima  (Nr,  166)  r  Multiplikatoren  X^y  X^y  ..,Xr 
einführen  imd  erhalt  so  das  äquivalente  Gleichungssystem : 


(7) 


[dS  +X^8T^+X^8T^  +.  .+  ^.*i;  -0 

\8r8+X^drT^+X^drT^+         +Xr8rTr--0. 


Hier  kann  man  sich  die  Faktoren  X^,  . , .  Xr  unter  der 
Voraussetzung  (5)  durch  die  letzten  r  Gleichungen  als  Funk- 
tionen der  Variationen  d^iS,  *i^ii  •  •  •  ^r^V  ausgedrückt  denken; 
sie  sind  also  sämtlich  yon  x  unabhängige  Ghrolsen.  Es  giebt 
demnach  r  Eonstanten  X^y  X^^  . . .  Xry  für  welche  die  erste 
Gleichung  (7)  gleichzeitig  mit  den  Nebenbedingungen  (2) 
bestehen  muJs;  und  zwar  ftLr  jede  erlaubte  Variation  äy^ri(x). 

Dieser  Gleichung  kann  man  aber  ebenso  wie  in  Nr.  892 
auch  die  Form  geben:  .     . 

(7a)  d{S  +  X,T,+  X,T^  +  ''^+  XnTn)  =  0, 

und  man  erhält  dieselbe  Differentialgleichung  ftLr  y  =»  f(x),  als 
wenn  es  sich  darum  handelte^  das  Integral 

(8)    S*^S+X,T^+''  +  XrTr^nr+X^Wt  +  -'+XrWr)dx 

«b 

%\x  einem  absoluten  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 

Die  in  der  Lösung  der  Differentialgleichung  auTser  den 
Integrationskonstanten  noch  auftretenden  Parameter  X^y  X^y,..  Xr 
müssen  schlieüslich  durch  die  r  Nebenbedingungen  (2)  be- 
stimmt werden.  Vorausgesetzt  wird  bei  dieser  Schlufsweise 
nur,  dafs  die  Bedingung  (5)  für  irgend  ein  System  Ton 
erlaubten  Variationen  d^y,  d^y,  ...  dry  erfüllt  werden  kann^ 
daJjs  also  die  betrachtete  Determinante  nicht  für  alle  solchen 
Variationen  identisch  verschwindet. 
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898.  Eine  andere  Klasse  von  17el)enbedingungen.  Es 
handelt  sicli  hier  um  Prohleme^  in  denen  das  hetrachtete 
Integral  S  meiere  unbekannte  Funktionen  y,  z,  w,  , . .  der 
unabluingigen  Veränderlichen  x  enthalt^  welche  ihrerseits  durch 
Gleichungen  oder  Differentialgleichungen  der  Form: 

F(x,y,0,w,...  y\a\w\  ..O==0,    «  =  0,  ... 

deren  Anzahl  nur  die  der  unbekaimten  Funktionen  nicht  über- 
schreiten darf;  miteinander  verbunden  sind.  Da  diese  Glei- 
chungen JP—  0,  *  ~  0,  ^ . .  für  jeden  Wert  von  x  gültig  sein 
müssen,  so  sind  im  Gegensatz  zu  den  früheren  Fällen  eigent- 
lich unendlich  viele  Nebenbedingnngen  zu  erfüllen.  Gleichwohl 
kann  man  auch  hier  die  Methode  der  Lagrangeschen  Faktoren 
anwenden  und  erhält  dieselben  Differentialgleichungen^  als  soUte 
das  Integral: 

8*^  l(r+XF  +  (i0+'")dx 

Xo 

nach  den  Regeln  von  Nr.  880  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
gemacht  werden.  Nur  werden  jetzt  die  Lagrangeschen 
Faktoren  X^  f^i  •  •  •  nicht  mehr  Eonstanten  sein^  sondern 
unbekannte  Funktionen  von  x,  die  en[t  nach  der  Inte- 
gration mit  Hilfe  der  Nebenbedingungen  JP  =  0,  *=;0  u.s.w. 
bestimmt  werden  können.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit 
dieser  Methode  müfste  sich  aber  auf  die  Existenz  von  Eurven- 
scharen  cc  stützen^  die  sich  an  die  gesuchte  Eurve  stetig 
anschliefsen  und  für  alle  Werte  des  Parameters  a  die  sämtlichen 
Nebenbedingungen  identisch  erfüllen,  und  ist  besonders  dann 
nicht  ganz  einfach,  wenn  diese  Nebenbedingungen  aufser  den 
unbekannten  Funktionen  noch  ihre  Ableitungen  enthalten. 
Wir  wollen  daher  in  unserer  elementaren  Darstellung  der 
Variationsrechnung  von  solchen  Fällen  absehen  und  uns  aulser- 
dem  zur  Vereinfachung  zunächst  auf  Probleme  mit  0wei  un- 
bekannten Funktionen  und  einer  zwischen  ihnen  bestehenden 
Bedingungsgleichung  beschiünken. 

899.  Behandlung  des  einfaoliBten  Falles.  Es  sei  gegeben 
ein  Integral  von  der  in  Nr.  880  betrachteten  Foifm; 
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(1)  8  ^fv(x,  y, »,  y',  ^')dx     (y'  - 1|,  .'  -  ^) 

und  zugleich  eine  Nebenbedingung: 

(2)  F(x,y,z)^0. 

Es  wird  also  unter  allen  Baumkurven  y  »  y{x)y  a  ^  b{x)^ 
welche  auf  der  Fläche  F^O  liegen,  eine  solche  gesucht,  die 
das  Integral  (1)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht. 
Um  diese  Aufgabe  zu  behandeln,  denken  wir  uns  zunächst  die 
Gleichung  (2)  nach  is  aufgelöst: 

(2a)  z  =  h{Xy  y), 

und  erhalten  hieraus  durch  Differentiation  nach  x: 

(3)  ^'^P  +  qy', 

wo  p  und  q  die  nach  x  und  y  genommenen  partiellen 
Ableitungen  von  h  bedeuten.    So  geht  das  Integral  (1)  über  in: 

(la)  S  «  /  r(x,  y,  h(x,  y),  y\  p  +  qy')dx, 

Xo 

und  dieses  Integral,  das  nur  noch  eine  einzige  unbekannte 
Funktion  y  enthalt,  kann  genau  nach  der  Methode  der  Nrn.  876 
und  877  behandelt  werden.  Bezeichnet  man  nämlich  mit 
F,  Z;  F^,  Z],  wie  in  Nr.  880,  die  partiellen  Ableitungen  der 
ursprünglichen  Funktion  V  in  (1)  nach  y,  z\  y\  z\  so  werden 
die  Ableitungen  der  durch  (2  a)  transformierten,  in  (la)  er- 
scheinenden Funktion: 

^  =  ri  +  2Zi, 

und  die  Lagrangesche  Differentialgleichung  (Nr.  877)  nimmt 
die  Form  an: 
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dV        d    dV 


dy       dx 


oder,  weil 


dp dq d*h 

dy       dx      dxdy 
ist,  einfach: 

(4)  Y+qZ-7[-qZ[^0. 

Führt  man  hier  für  q  nach  (2)  seinen  Wert  ein: 
de  Fy 

WO  Fy  und  F»  die  partiellen  Ableitungen  von  F  nach  y  und  z 
bedenten,  so  erhält  man: 

r-r(     z-z[ 

oder,  wenn  man  den  Wert  beider  Quotienten  mit  —  X  bezeichnet: 

iY+XFy-T[=^0 
^^^  \Z+XF,-Z[=0. 

Zu  denselben  Gleichungen  aber  wäre  man  gelangt,  wenn 
man  gemäfs  Nr.  880  die  Maxima  und  Minima  des  Integrales: 


(^*)  Fu      "     Fz 


(6)  8^^f{ 


s^^i{r+xF)dx 

aufgesucht  hätte  unter  der  Annahme,  dafs  X  eine  gegebene, 
y  und  0  aber  zwei  roneinander  unabhängige  unbekannte  Funk- 
tionen Yon  X  seien.  Es  ist  also  wenigstens  für  den  betrachteten 
Spezialfall  die  Berechtigung  der  Lagrangeschen  Methode  er- 
wiesen. Von  dem  gewonnenen  Ergebnis  wollen  wir  nun  eine  in 
der  Flächentheorie  besonders  wichtige  Anwendung  machen. 

900.   Eüneste  Linien  auf  einer  Fläche.     Es   sei   eine 
Fläche  in  rechtwinkligen  Koordinaten  gegeben  durch: 

F{x,y,z)^0 

und  auf  ihr  zwei  Punkte  (xq,  y^^  0q)  und  (x^,  y^,  z^),  und  es 
wird  verlangt,    die   beiden  Punkte   durch   eine    ganz   in   der 

S  e  r  r  e  1 1  Diif.-  u.  Integral  -  Bechnung.  XU.  2.  Aufl.  29 
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Flache    liegende   Banmknrye   y^y{x)y    z==z{x)    so   zu   ver- 
binden, dafs  die  Bogenlänge: 

«1 


S^fVTTT^TT'^i 


»0 

möglicliBt  klein  wird. 

Hier  haben  wir  genau  den  in  der  vorigen  Nummer  be- 
trachteten Fall  eines  Yariationsproblemes  (1)  mit  zwei  un- 
bekannten Funktionen  und  einer  Nebenbedingung  (2),  und  es 
wird  in  der  dort  verwendeten  Bezeichnung: 

wo  ds  das  Element  der  Bogenlänge  bedeutet. 

Somit  nimmt  die  Differentialgleichung  (4  a)  des  Problemes 
die  besondere  Form  an: 

d    dy         d    dz 
dx  da  dx  da 

Fy  Ft 

Hatten  wir  aber  an  Stelle  von  x  die  zweite  Koordinate  y 
zur  unabhängigen  Veränderlichen  gewählt,  so  hätten  wir  die 
folgende  analoge  Differentialgleichung  erhalten,  die  sich  auch 
direkt  aus  der  ersten  ableiten  lielse: 

d^dcc        d    dz 

dy  da  dy  da 

~Fr~  FT' 

und  da  beide  Gleichungen  offenbar  gleichzeitig  bestehen  müssen^ 
so  können  wir  sie  auch  vereinigen  in  der  Form: 

dx  dy  dz 

d^—       d-j-       a-j- 

da  da  da 

Fx  Fy  Fa 

welche  eine  einfache  geometrische  Deutung  zuläist; 

Die  Zähler  der  drei  Ausdrücke  sind  nämlich  nach  Nr«  262 
proportional  den  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Hauptnormale 
der  Baumkurve  mit  den  Achsen  bildet,  die  Nenner  dagegen 
sind  proportional  den  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale 
der  Fläche   mit  denselben  Achsen  bildet.     Es  muTs  also   die 
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Hauptnormale  der  Kurve  mit  der  Flächennormale  zusammen- 
fedlen^  oder^  was  dasselbe  ist^  ihre  Oskulationsebeue  auf  der 
Tangentialebeiie  senkrecht  stehen. 

Bezeichnet  man  nun  eine  Kurve  der  Flache,  welche 
diese  geometrische  Eigenschaft  besitzt,  als  eine  geodätische 
Linie,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz.  IHe  hwrgestm  Linien  auf  einer  Fläche  müssen 
geodätische  Linien  sein,  d,  h.  ihre  Oshulationsebenen  stehen  überaU 
normal  zu/r  Fläche. 

90L  AnsdeÜnimg  der  Methode  auf  beliebig  viele  Funk- 
tionen und  Nebenbedingungen«    Gesucht  werden  n  Funktionen: 

der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  fiir  welche  das  Integral: 
(1)  8=^J  V{x,  yi,  3/8,  .. .  y„,  «/{,  j/i,  . . .  yl)dx 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  wahrend  gleichzeitig  für 
ein  beliebiges  r<»  die  r  Bedingungen  bestehen: 

(2)  -FiC^j, yi, 3/2, ...  3/j  =  o,    -p;(i^, yi, %.  •••  y„)  =  o, 

. . .  Fr{x,  yi,  y«,  . . .  yj  =  0. 

Wir  betrachten  jetzt  die  einfache  Schar  (a)  der  Funktionen: 

(3)  Vi  =  A{x)  +  a%(a;),  . . .  y„  =  fn{x)  +  ari^{x), 

in  welcher  aUe  Funktionen  ri  an  beiden  Integrationsgrenzen 
Xq  und  Xi  verschwinden  sollen.  Diese  Funktionen  y  denken 
wir  uns  in  (2)  eingesetzt  und  erhalten  so  ftir  jede  Kombination 
von  X  und  a  r  analytische  Gleichungen  zwischen  den  n  Funk- 
tionen 1^1,  %,  . . .  %y  welche  für  a  =  0  von  selbst  erfallt 
sind.  Es  werde  nun  vorausgesetzt,  dafs  die  Funktional- 
determinante A  der  r  Funktionen  J^  nach  r  Yariabelen  y,  wir 
nehmen  an,  den  r  letzten  y„_^  ,  j,  ...  y„,  für  alle  Werte  x 
des  Intervalles  und  für  a  =  0  von  Null  verschieden  sei.  Dann 
kann  man  die  w  —  r  Funktionen  ij^,  ri^,  ...  %_^  willkürlich 
annehmen  und  für  jeden  Wert  x  und  für  hinreichend  kleine 
Werte    von    a   nach    Nr.  720    die    r   Gleichungen    (2)    nach 


452  Neuntes  Eftpitel. 

den  unbekannten  %_^t^,  •  •  •  17^  auflösen.  Diese  ergeben 
sich  als  Potenzreiben  in  a^  sind  gleicbzeitig  stetige  Funktionen 
von  X  und  müssen  ebenso  wie  die  Funktionen  %,  . . .  %_^ 
an  beiden  Grenzen  rr^  und  x^  v^fscbwinden.  Denn  sie  sind  an 
jeder  Stelle  x  durch  die  Werte  ij^,  ...  %__^  eindeutig  bestimmt^ 
und  die  Gleichungen  (2)  werden  an  den  Grenzen  sicher  erf&llt 
durch  i?i  =  0,  . . .  iy^=0.  Für  die  Ton  a  freien  Anfimgs- 
glieder  ^„_^  .  j,  •  •  •  ^„  der  Entwickelungen  erhalt  man  aus  (2) 
durch  Differentiation  nach  a  an  der  Stelle  a^0\ 

(4)»y.-|f%+|S^+...+,-lS_-,_^,+...+|S^,_o, 

also  r  lineare  und  homogene  Gleichungen  für  die  Ghrofsen 
Vn—rA-v  "  '  %  ™^*  ^^^  Determinante  A  =f=  0. 

wir  erhalten  somit  für  jedes  zulässige  System  der 
Variationen  i?i,  . . .  Vn—r  ®^®  Kurvenschar  (3),  die  alle  Be- 
dingungen (2)  befriedigt  und  an  beiden  Integrationsgrenzen  die 
vorgeschriebenen  Werte  der  j/i,  . . .  y^  liefert.  So  wird  S 
wieder  eine  analytische  Funktion  von  u,  deren  Ableitung  an 
der  Stelle  a  =  0,  welche  dem  Maximum  oder  Minimum  entspricht, 
wie  in  Nr.  874  verschwinden  mufs.     Wir  haben  also  wieder: 

(^)  (§-!),= *^ 

oder  nach  Ausführung  der  partiellen  Integration,  wie  in  Nr.  876, 
unter  Berücksichtigung  der  Ghrenzbedingungen: 

(5a)  dS  ^[{L^m  +  A%  +  •  •  •  +  i«^„)  ^«  =  0, 

wenn  man  analog  wie  dort  die  Abkürzungen  einführt: 

j  _dv      d  dv         j      dv     d   dv 
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Sind  nun  A;^^  ^^  •  •  •  ^r  ii^ndwelcbe  Funktionell  yon  Xy 
80  kann  man  wegen  (4)  in  Gleichung  (5  a)  unter  dem  Integral- 
zeichen noch  hinzufügen  den  Ausdruck: 

Nach  der  über  die  Funktionaldeterminante  A  gemachten 
Voraussetzung  kann  man  aber  diese  Funktionen  l  so  wählen^ 
dais  gleichzeitig: 

i?_r+l  =  in-r+l+  Xy^-^ ^ h (-  Xr^ ""— =^  0, 


(6) 


n 


Dann  werden  also  in  (5a)  die  sämtlichen  mit  ^„_^^i, . . .  ^, 
multiplizierten  Glieder  herausfallen^  und  es  bleiben  unter  dem 
Integralzeichen  nur  die  Glieder: 

Da  nun  aber  die  Funktionen  %,  ...  %_^,  abgesehen  von 
den  Grenzbedingungen,  willkürlich  sind,  so  können  wir  wie 
in  Nr.  880  schliefsen,  dafs  auch  ihre  Koeffizienten  if, . . .  L^—r 
sämtlich  verschwinden  müssen.  Wir  erhalten  also  mit  Bück- 
sicht auf  (6)  das  simultane  System  der  Differentialgleichungen: 

(7)         if^i,+  A,^  +  ;,||  +  ...+  A.^  =  0, 
oder 

für  i  =  1,  2,  . . .  w.  Die  in  Nr.  898  angedeutete  Methode  der 
Lagrangeschen  Faktoren  hat  sich  also  auch  hier  als  richtig 
herausgestellt. 

Zum  Zwecke  der  Integration  mufs  man  aber  die  n  linear 
vorkommenden  Multiplikatoren  X  wieder  eliminieren,  d.  h.  ihre 
aus  (6)  gewonnenen  Ausdrücke  in  die  w  —  r  übrigen  Glei- 
chungen (7)  einsetzen,  und  erhält  so  ein  neues  System  von 
n  —  r  Differentialgleichungen  zwischen  den  y  allein,  welche  in 
Gemeinschafb   mit  den  r  Bedingungsgleichungen  (2)  zur  Be- 
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gtimmung  dieser  n  tinbekaimteii  Fmiktionen  y^y^-  >  *y^  dienen 
können. 

902.  Sohinflibemerkimg.  Die  in  diesem  ELapitel  entwickelten 
Methoden  der  Yariationsrechnung  ermöglichen  nns  in  einer 
Reihe  yon  Fallen  die  Aufstellung  Ton  Differentialgleichungen 
und  Grenzbedingungen;  denen  die  gesuchten  Funktionen  genügen 
müssen.  Dagegen  blieb  die  Frage  noch  unerledigt^  ob  oder 
imter  welchen  Bedingungen  die  gefundenen  Funktionen  auch 
wirklich  das  betrachtete  Integral  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen.  Die  nähere  Untersuchung  zeigt  nun,  da£s 
die  Lösungen  der  Lagrangeschen  Differentialgleichungen  nur 
innerhalb  bestimmter  Ghrenzen,  welche  durch  weitere  E[riterien 
gegeben  werden ,  unsere  Forderung  erfüllen,  diese  Eigenschaft 
aber  verlieren,  wenn  man  das  Integrationsintervall  über  diese 
Grenzen  hinaus  erweitert. 

So  gilt  in  der  Aufgabe  Nr.  900  die  Eigenschaft,  die 
kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer  Flache  zu 
sein,  nicht  notwendig  für  alle  Bogen  einer  geodätischen  Linie. 
Auf  der  Kugel  z.  B.  sind  die  geodätischen  Linien  Hauptkreise, 
d.  h.  Kreise,  deren  Ebenen  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehen. 
Aber  zwischen  zwei  Punkten  eines  solchen  Hauptkreises  hat 
nur  der  kleinere  der  beiden  verbindenden  Kreisbogen,  welcher 
kleiner  ist  als  der  Halbkreis,  die  Eigenschaft  des  Minimums. 

Die  Aufstellung  der  neu  hinzukommenden  Bedingungen 
und  der  Nachweis,  dals  diese.  Bedingungen  in  ihrer  Gesamt- 
heit für  die  Existenz  eines  Maximums  oder  Minimums  auch 
hinreichend  sind,  erfordert  aber  kompliziertere  Hilfsmittel,  wie 
die  „zweite  Variation ^^  (Nr.  875),  oder  ein  aus  Losungen  der 
Lagrangeschen  Differentialgleichung  gebildetes  „Feld^^,  und 
würde  über  den  Rahmen  unserer  elementaren  Darstellung 
hinausgehen.  Bezüglich  dieser  Fragen  sind  wir  also  genötigt, 
auf  die  speziellen  Lehrbücher  der  Variationsrechnung  zu  ver- 
weisen. 


Anhang. 


Znr  Integration  der  partiellen  Differentialgleichnng  in  der 
Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 

Von  A«  Haniaok« 


Der  in  Nr.  641  gegebene  Beweis  für  die  Entwickelbarkeit  einer 
Funktion  der  komplexen  Variabelen  z  nach  steigenden  Potenzen  yon  g 
innerhalb  eines  Gebietes,  in  welchem  f(z)  eine  eindeutige  und 
stetige  Funktion  ist,  die  zugleich  eine  eindeutige  und  stetige  Ab- 
leitung f(ßi)  besitzt,  stützt  sich  auf  den  Integralsatz  von  Oauchy, 
der  in  der  Nr.  639  hergeleitet  wurde.  Man  kann  aber  ver- 
mittelst der  Fouri ersehen  Reihe  einen  direkteren  Beweis  für 
dieses  grundlegende  Theorem  geben,  der  unmittelbar  auf  die 
Potenzreihe  führt.  Ich  teile  denselben  hier  mit,  im  wesentlichen 
in  der  Form,  wie  ich  ihn  im  21.  Bande  der  Math.  Annalen  auf- 
gestellt habe,  da  er  zugleich  eine  allgemeine  Methode  für  die 
Integration  linearer  partieller  Differentialgleichungen  enthält,  durch 
welche  sich  nicht  nur  die  in  den  Nrn.  869  —  872  behandelten  Auf- 
gaben, sondern  auch  die  analogen  von  Eugelfunktionen  abhängigen 
Probleme  der  Potentialtheorie  in  exakter  Weise  erledigen  lassen. 

1.  Stellting  des  Problems.  Es  sei  ein  die  Ebene  0  ^x  +  iy 
oder  einen  Teil  derselben  einfach  überdeckendes  einfach  oder 
mehrfach  zusammenhängendes  Gebiet  gegeben;  für  alle  Punkte  im 
Innern  des  Gebietes  sei  eine  Funktion  w  =>  u  +  iv  definiert,  welche 
dort  überall  einen  bestimmten  endlichen,  mit  der  Lage  des  Punktes  (xy) 
stetig  sich  ändernden  Wert  hat  und  femer  partielle  Ableitungen  nach 
X  und  y  besitzt,  die  ebenfalls  für  alle  Punkte  im  Innern  stetig  sind 
und  dabei  den  Gleichungen 

,^v  du       dv       du dv        ,        Bw  ,    ,dw ^ 

^  ^  Tx"^  dy^     dy~'       Wx  ^a?  '      ^y  ~" 

genügen.  Dann  soll  gezeigt  werden,  dafs  die  Funktion  w  eine  Funktion 
der  komplexen  Veränderlichen  0  =^  x  -{-  iy  in  dem  Sinne  ist,  dafs 
sich   dieselbe   überall    im   Gebiete    durch   Potenzreihen    darstellen 
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läfst;  d.  h.  bezeichnet  a  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern  des 
Gebietes,  so  ist: 

w  ==  %+  a^{z  —  d)  +  a^{si  —  a)^ -\ \-  an(z  ■—  a)** H » 

und  diese  Beihe  konvergiert  zum  mindesten  für  alle  Punkte  0 
innerhalb  eines  Kreises  um  den  Punkt  a  als  Mittelpunkt,  der 
ganz  im  Innern  des  anfänglich  definierten  Gebietes  liegt,  also  die 
Randkurve  allenfalls  berührt,  aber  nicht  durchschneidet.  Aus 
dieser  Reihe  folgt,  dafs  auch  alle  Ableitungen  der  Funktion  w 
innerhalb  des  gegebenen  Gebietes  Funktionen  der  komplexen  Varia- 
belen  0  ohne  singulare  Punkte  sind. 

Man  kann  das  Problem  auch  vermittelst  der  reellen  Funk- 
tionen u  und  V  allein  aussprechen:  Wenn  zwei  Funktionen  u  und 
V  der  reellen  Veränderlichen  x  und  y  die  Eigenschaft  haben,  daüs 
sie  nebst  ihren  ersten  partiellen  Ableitungen  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Gebietes  eindeutig  und  stetig  sind,  und  dafs  auTserdem 
zwischen  diesen  Ableitungen  die  Gleichungen  (l)  bestehen,  so 
existieren  auch  alle  höheren  Ableitungen  der  beiden  Funktionen  u 
und  v,  und  diese  selbst  lassen  sich  als  der  reelle  und  imaginäre 
Bestandteil  einer  nach  Potenzen  von  0  —  a  fortschreitenden  Beihe 
darstellen. 

Endlich  kann  man  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  imd  das 
Problem  nur  an  einer  der  Funktionen  u  oder  v  formulieren. 
Setzt  man  nämlich  von  der  Funktion  u  voraus,  dafs  sie  auch 
eine  zweite  partielle  Ableitung  nach  x  besitzt,  und  dafs  dieselbe 
eine  stetige  Funktion  der  beiden  Variabelen  ist,  so  erhält  man 
durch  Differentiation  der  ersten  Differentialgleichung  zwischen  u 
und  v: 

¥x*      dxdy 

und  daraus  folgt,  dafs  man  die  zweite  Differentialgleichung  des 
Systems  (1)  nach  y  differentiieren  kann,  und  dafs  demnach 

dydx  dy^ 

ist.     Man  erhält  folglich  für  «*  die  Gleichung: 

Umgekehrt:  wenn  eine  Funktion  u  die  Eigenschaft  hat,  dafs 
ihre  zweiten  partiellen  Ableitungen  g-^>  g-|  ixmerhalb  eines  Ge- 
bietes stetig  sind  und  dieser  Gleichung  genügen,  so  läfst  sich 
immer  eine  stetige  Funktion  v  finden,  für  welche 
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dv du      dv du 

dy'~~dx      ^  ~      Fy 

wird;  denn  die  Bedingung  des  exakten  Differentiales  ist  erfüQlt. 
Sonach  wird  mit  den  vorigen  Problemen  zugleich  das  dritte  bewiesen 
sein:  Wenn  eine  ^Funktion  u  der  beiden  reellen  Veränderlichen  a? 
und  y  innerhalb  eines  Gebietes  eindeutig  und  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung:  g— »  ^»  g— jt 
X— I  stetig  ist,  während  die  zweiten  Ableitungen  die  Gleichung  (2) 

befiiedigen,  so  sind  auch  alle  Ableitungen  von  u  stetige  Funk- 
tionen der  beiden  Variabelen  in  diesem  Gebiete,  und  es  existiert  eine 
„konjugierte"  Funktion  v,  welche  den  Gleichungen  (l)  genügt. 

2.  Integraticn  der  Differentialgleiohiingen«  Da  es  sich 
um  den  Nachweis  einer  Potenzentwickelung  um  einen  beliebigen 
Punkt  a^^  a  •\-  iß  handelt,  so  führe  man  Polarkoordinaten  ein: 

rc^a  +  ^cos«^,     y  =  |S  +  »*sin'^ 
und  setze: 

w  =  f{a  +  r  QQ^  ^^  ß  +  r  sin  ^)  =  w(r,  ^)  +  it;(r,  ^). 

Der  Badius  r  darf  nur  so  grofs  gewählt  werden,  dafs  der 
zugehörige  Ereis  nicht  über  das  gegebene  Gebiet  hinaußreicht; 
dieser  Maximalwert  von  r,  welcher  zu  einem  bestimmten  a  und  ß 
gehört,  heiTse  B,  Die  Funktionen  u  und  v  sind  stetige  Funk- 
tionen der  Variabelen  r  und  %^  und  aufserdem  periodische  Funk- 
tionen Yon  ^  mit  der  Periode  2%,     Es  wird  mm: 

dw  dw        ^      ,   Sw    ,     ^ 


also: 


dw  dto      ,    ^  .  dw 

dw  ,    i  dw      (dw   ,    .  dw\  f       ^       ■   •    t.\ 


mithin  lautet  die  Differentialgleichung  (l)  in  Folarkoordinaten: 
Dieselbe  zerlegt  sich  in  die  beiden: 

Da   die   partiellen   Ableitungen  ^»  ^  auch   an   der  Stelle 
r  =  0  endlich  bleiben,  so  ist  för  alle  Werte  von  d". 
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Weil  nun  auf  jedem  Kreise  mit  dem  Hadius  r  <  i2  die  Grölsen 
u  nnd  V  stetige  Funktionen  yon  d'  sind,  welche  überdies  die  stetigen 

Ableitungen  g^  und  ^  besitzen,  so  sind  die  Werte  von  u  und  v 

ausnahmslos   durch  Eouriersche  Beihen  darstellbar  (II,  S.  390); 
d.  h.  es  ist: 


(6) 


u(rj  ^)  =  Äq  +  ^(Äk  cos  kd^  +  Bjt  sin  k&)^ 
v(r,  &)  =  Aq  +  ^(Ajfc  cos  k&  +  B*  sin  ä-^), 

A^^^juir,  ^)d^,     Ak  =  ^  /  K^j  ^)  cos  k^d&j 

Bk^—  I  u(r,,  d)  sin  äj-Ö-  d&^ 
—n 
und  Ajt)  Bi  analoge  Ausdrucke  in  v  sind.     Denmach  ist: 

(7)  w;  =  ^0+  iAo+^[(^*  +  tA*)cosA;'^  +  (-ß*  +  iBi)sinÄ-a-]. 

Die  EoefQzienten  A)^^  B^j  Ai^,  Bjt  sind  reelle  Funktionen  des 
Badius  r.  Wie  müssen  diese  beschaffen  sein,  damit  die  par- 
tiellen Differentialgleichimgen  (4)  erfüllt  sind?  Man  kann  die  Frage 
nicht  so  lösen,  dafs  man  die  Beihen  (6)  gliedweise  sowohl  nach  r 
wie  nach  d'  differentiiert;  denn  damit  würde  die  Darstellbarkeit  der 

Funktionen  -^t  ^  u.s.w.  durch  trigonometrische  Beihen  voraus- 
gesetzt werden,  die  aus  der  Stetigkeit  dieser  Funktionen  allein 
nicht  hervorgeht.  Man  gelangt  vielmehr  zu  den  gesuchten  Bela- 
tionen  auf  entgegengesetztem  Wege,  indem  man  die  Differential- 
gleichungen integriert. 

Multipliziert  man  die  erste  der  Gleichimgen  (4)  mit  sin  k^^ 
so  wird: 

du   .    j  ^       1  dv   .    .  .       ^ 
^smkd"-  -g^  sm  k&  «  0, 

und  da  diese  Gleichung  fOr  alle  Werte  von  &  gilt,  so  wird  auch: 

(8)  r  j^smk^d!&- 1  ^  sin  k^di^  =  0. 
— Ä  —n 
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Das    zweite   Integral   laust   sich    durch    partielle   Integration 
umformen;  es  ist: 

^Bmkd'd^  =[v  sin  kd]  —kjvcos  k^d^^ 

und  da  der  erste  Term  der  rechten  Seite  yerschwindet,   so  lautet 
nunmehr  die  Gleichung  (8): 


r  I  -^  smk^d^  +  k  j  V  QO^k^d^' 


Da  femer  -^   eine    stetige   Funktion    der   heiden   Variabelen 
ist,  so  ist:  ^^  ^^ 

I  -J^  sin  k&d&  ='  ^  I  usmkd'  d^, 


—  Ä  — Ä 


und  sonach  erhält  man  an  Stelle  von  (8)  die  Bedingungsgleichung: 

(9)  r^  +  lcA,  =  0. 

Wird  dieselbe  Differentialgleichung  (4)  mit  cos  Ä-^  multi- 
pliziert, so  folgt  nach  demselben  Verfahren: 

(10)  r^-fcBt  =  0, 

und  wird  die  zweite  der  Gleichungen  (4)  in  derselben  Weise  be- 
handelt, so  erhält  man: 

(11)  ,^_fc^,=0, 

(12)  r^*  +  Ä5,  =  0. 

Das  simultane  System  dieser  vier  Gleichungen  definiert  die 
Koeffizienten  für  die  Beihenentwickelungen  (6)  der  Fxmktionen  u 
und  V]  dasselbe  gilt  für  alle  Werte  von  Ä  ==  1  an.  Für  Ä  =  0 
hat  man  die  Gleichungen: 

—  ft  —7t 
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da  u  und  v  auf  jedem  Kreise  stetige  und  periodische  Funktionen 
von  ^  sein  müssen.  Also  sind  Ä^  und  Aq  Eonstanten.  Das  obige 
System  aber  läfst  sich  in  einfachster  Weise  yollständig  integrieren. 
Differentiiert  man  die  Gleichung  (9)  nach  r,  was  gestattet  ist, 
da  Aib  eine  Ableitung  nach  r  besitzt,  so  folgt: 

oder  wegen  (12):      ,.^  ,^^       , 

(13)  -5?*-  +  7-5F  -r-5^*=^- 

Demnach  wird  mit  Hilfe  von  (9): 

^    ^  lA» C,r^  +  G,r-\ 

und  nach  dem  gleichen  Verfahren: 

Die  Gröfsen  C^,  Cj,  Ci,  Ci  sind  vier  willkürliche  reelle  Inte- 
grationskonstanten. Da  aber  u  und  v  auch  für  r  =  0  endlich 
bleiben,  so  ist  z.  B.  auch 


/ 


w  sin  fc'^c^'d'  =  TtBjt 


für  r  =  0  endlich.     Mithin  müssen  die  Eoefßzienten  der  negativen 

Potenzen  von  r  samtlich  null  sein,  d.  h.  es  ist: 

(15)     Bk-C,r',     Ai--Cir*,    Ä,^Cir\     Bjt^CirK 

Weil  solche  Gleichungen  fär  sämtliche  Werte  von  Je  gelten, 
während  die  beiden  Integrationskonstanten  je  nach  den  Werten 
von  k  verschieden  sein  können,  so  sollen  diese  Eonstanten  eben- 
falls durch   den  Index   h   unterschieden   werden.    Man   setze   also: 

A-Co^    \  =  a,    -^,  =  At  =  (7ir*,    B,^Ä,^C,r\ 
so  erhält  die  Beihe  (7)  die  Form: 

A=oo 

oder:  *===^ 


(16) 


*=1 


=  (<?„  +  iCS)  +2 (C'*  +  iCL)  (z  -  a)», 


k^l 


sie  ist  also  eine  Fotenzreihe  der  komplexen  Variabelen  is  —  a. 
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8«  Die  Lanrentsohe  Beihe.  Das  Auftreten  der  nega- 
tiven Potenzen  von  r  in  dem  vollständigen  Integral«  (14)  des 
simultanen  Systemes  weist  darauf  bin,  dafs  die  soeben  ent- 
wickelte Methode  eine  Erweiterung  des  Problemes  gestattet:  es 
sei  die  Funktion  w  so  beschaffen,  dafs  sie  ftir  eine  endliche 
Anzahl  von  Stellen  im  Innern  des  gegebenen  Gebietes  unendlich 
wird.  In  diesem  Falle  kann  man  einen  solchen  singulären 
Punkt  c  mit  einem  Kreise  von  beliebig  kleinem  Badius  q  um- 
schliefsen,  dessen  Mittelpunkt  c  ist,  und  aufserdem  einen  zweiten 
Kreis  vom  Badius  B  mit  demselben  Mittelpunkt  konstruieren, 
dessen  Badius  so  grofs  gewählt  wird,  dafs  in  dem  ringfSrmigen 
Gebiete  zwischen  q  und  B  kein  ünendlichkeitspunkt  der  Funktion 
angetroffen  wird.  Für  alle  Werte  von  r  zwischen  q  und  B  ist 
alsdann  die  Funktion  w  durch  eine  konvergente  Potenzreihe  von 
der  Form: 

Jb=ao 

(17)  w  =  (Co+ iOoO  +2t(C*+iCi)rtc«*+  (D*+tDi)r-*e-"*] 

ausdrückbar,  wobei  Dk  und  D[  ein  neues  Paar  von  Integrations- 
konstanten bezeichnen,  welches  oben  zuerst  C[  und  C^  genannt 
wurde.  Diese  Entwickelung  bleibt  bei  beliebig  kleinen  Werten 
von  r  giltig  und  stellt  die  Laurentsche  Beihe  dar.  Wird  nun 
die  Funktion  im  Pimkte  c  derart  unendlich,  dafs  das  Produkt  w^g  —  c) 
für  z  =  c  gleich  Null  wird,  so  müssen  auch  jetzt  noch  alle  Koeffizien- 
ten der  negativen  Potenzen  von  r  verschwinden,  und  es  besteht  also 
der  Satz:  Wenn  für  eine  Funktion  w,  welche  im  übrigen  den 
anfänglichen  Bedingungen  (Nr.  1)  genügt,  nur  die  Möglichkeit  offen 
gelassen  wird,  dafs  sie  in  einzelnen  Pimkten  im  Innern  des 
Gebietes  unendlich  wird,  so  jedoch,  dafs  überall  auf  der  Fläche 
w(0  —  0')  für  0  ^  z*  gleich  Null  wird,  so  ist  sie  notwendig  nebst 
allen  ihren  Differentialquotienten  in  allen  Punkten  im  Innern  der 
Fläche  ohne  Ausnahme  endlich  und  stetig. 

Sind  in  dem  Gebiete  beliebig  viele  Unendlichkeitsstellen 
enthalten,  so  gilt  die  vorstehende  Beihe  für  jedes  durch  zwei 
konzentrische  Kreise  begrenzte  Gebiet,  in  welchem  keine  singulären 
Punkte  gelegen  sind;  nur  kann  in  diesem  Falle  der  innere  Kreis 
im  allgemeinen  nicht  mehr  beliebig  klein  gemacht  werden. 

4.  Zusätze.  Es  soll  nun  imtersucht  werden,  in  welcher  Weise 
sich  die  Voraussetzungen  des  Theoremes  in  Nr.  1  noch  erweitern 
lassen,  ohne  dafs  die  Giltigkeit  desselben  aufhört.  Es  sei  nach 
wie  vor  w  innerhalb  des  Gebietes  eine  dwrchaus  stetige  Funktion 
(ohne  ünendlichkeitspunkte);  aber  es  gebe  Stellen,  von  denen 
nicht  bekannt  ist,  ob  an  denselben  die  Differentialgleichung 

dw   .    .dw      ^ 
dx         cy 
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yennittelst  endliclier  bestimmter  Werte  der  Ableitangen  erftült  ist, 
Stellen  also,  an  denen  entweder  diese  Ableitangen  einzeln  oder 
beide  nnbestimmt,  aacb  unendlicb  werden,  oder  an  denen  die- 
selben nicht  mehr  der  Differentialgleichung  genügen  könnten.  Auch 
werde  die  Möglichkeit  offen  gelassen,  dafs  Stellen  vorhanden  sind, 
an  denen  diese  Ableitangen,  mögen  sie  dort  der  Differential- 
gleichung genügen  oder  nicht,  nicht  mehr  stetige  Funktionen  der 
beiden  Yariabelen  x  und  y  sind. 

Wählt  man  wiederum  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern  des 
Bereiches  zum  Mittelpunkt  der  Beihenentwickelungen,  wie  sie 
durch  die  Gleichungen  (7)  definiert  sind,  so  werden  alle  früheren 
Schlüsse,  aus  denen  hervorging,  dafs  die  Koeffizienten  gemäfs  den 
Gleichungen  (15)  Potenzen  von  r  multipliziert  mit  bestimmten  Eon- 
stanten sind,  anwendbar  sein,  wenn  dreierlei  erhalten  bleibt.  Erst- 
lich müssen  diese  Koeffizienten  noch  immer  stetige  Funktionen  von 
r  bleiben,  und  dies  ist  zufolge  der  Definition  derselben  vermittelst 
bestimmter  Integrale  in  der  That  der  Fall,  wenn  w  durchaus  stetig 

dAt   dBk    dfiijt    dSk 
ist.     Zweitens  müssen   auch  ihre  Ableitungen  -j— '  -3—'  -3—»  -j— 

stetige  Funktionen  von  r  sein,  und  drittens  müssen  die  Differential- 
gleichungen (9)  bis  (12),  wenn  sie  auch  nicht  von  vornherein  als 
fOr  jeden  Wert  von  r  geltend  bekannt  sind,  doch  in  beliebiger 
Nähe  eines  jeden  Wertes  Geltung  haben.  Sind  nämlich  die 
Koeffizienten  nebst  ihren  ersten  Ableitangen  stetige  Funktionen 
von   r,    so   folgt,    dafs    diese    Differentialgleichimgen    ausnahmslos 

dBjt 
erfüllt  sind,  weil  zwei  stetige  Funktionen  -j-  und  A*,  welche  der 

Gleichung  (9) 

in  jedem  kleinsten  Intervalle  mindestens  an  einer  Stelle  genügen, 
durchweg  diese  Helation  befriedigen. 

Die  Stetigkeit  der  ersten  Ableitungen  bleibt  gesichert,  sobald 
das  simultane  System  erster  Ordnung  bei  allen  Werten  von  r  mit 
Ausnahme  einer  diskreten  Menge  Geltung  hat,  oder  genauer,  sobald 
man  weifs,  dafs  die  Gleichung 

dBjt  ^       k 
dr  r 


--At 


und  die  analogen  im  allgemeinen  bestehen,  nämlich  so,  dafs  die 
Werte  von  r  zwischen  0  und  i2,  fQr  welche  die  beiden  Seiten 
um  mehr  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  d  differieren,  stets  nur 
eine  Menge  bilden,  die  sich  in  eine  endliche  Anzahl  von  Inter- 
vallen einschliefsen  läfst,  deren  Summe  beliebig  klein  gemacht 
werden   kann    (vergl.  Nr.  405).     Denn    wenn    dieses    der  Fall  ist, 
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so  folgt  durch  Integration,   dafs  die   Funktion  Bk  die  Ableitung 

k 
A«  besitzt,    die    in  der  That  durchaus    stetig   ist.     Dabei   ist 

allerdings    noch   angenommen,    dafs    die  Ableitung  -^  bei   ihrer 

Integration  nach  r  die  Punktion  Bk  liefert,  was  aus  den  an- 
genommenen Bedingungen  dann  unmittelbar  hervorgeht,  wenn  die 
Ableitung  zugleich  durchaus  endlich  ist;  dagegen  ist  dies  eine  be- 
sondere Bedingung,  wenn  auch  die  Möglichkeit  ofifen  gelassen  wird, 
dafs  die  Ableitung  unendlich  wird.  Die  Forderung,  dafs  das  simultane 
System  bis  auf  Werte  einer  diskreten  Menge  von  r  gegeben  sein 
mufs,  soll  nun  vermittelst  der  ursprünglichen  Differentialgleichungen 
(4)  ausgedrückt  werden. 
Aus  der  Gleichung 

3w   .    ,  _        1  dv   .    ,  ^       ^ 

^-  sm  Ä-^ ö^  sm  Ä-^  =  0 

er  r  od' 

und  den  analogen  kann  bei  festem  Werte  von  r  stets  die  Qleichung: 
dr  I  ( -ö^  sin  Ä;-^ ö^  sin  Ä;-^ )  d^  =  0 


ß'ß 


3^8mw--g^ 


■)■ 


gefolgert  werden,  wenn  innerhalb  des  ebenen  Gebietes  alle  die 
Stellen,  an  welchen  die  obige  Gleichung  nicht  gilt,  in  Flächen- 
stucke eingeschlossen  werden  können,  deren  Summe  beliebig 
klein  ist.    Führt  man  zunächst  die  innere  Integration  aus,  so  folgt: 


+  /r  r  +ft 


1  dr  I  -J^  smk^d^  +  I  —h  j  v  cos  h&d&  =  0. 


ro 


Vertauscht  man  die  Integration  im  ersten  Integrale,  was  ge- 
stattet ist,  wenn  wir  die  doppelte  Integrierbarkeit  (vergl.  Nr.  576) 

von  -K-  voraussetzen,  so  wird  dasselbe  gleich: 

I  smk&d& I  j^dr  =  I  Biak^d^luf. 

Also  wird  in  unserer  früheren  Bezeichnung: 

dBk   .    k 


[Bi]   +k  I  -^dr^O     oder 


dr  +7^*="^     ^^'^' 


ro 
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Sonach  läfst  sich  dem  Hauptsätze  die  Fassnng  geben:  Wenn 
eine  Funktion  w  innerhalb  eines  die  Ebene  einfach  überdeckenden 
Gebietes  ausnahmslos  stetig  ist  und  der  Differentialgleichung 

dw       .dw 

„im  allgemeinen'^  genügt,  d.  h.  so,  dafs  die  Punkte,  an  denen 
diese  Differentialgleichung  nicht  erMlt  ist,  sowie  die  Punkte,  an 

denen  die  partiellen  Ableitungen  -g-i  -^  (oder  die  partiellen  Ab- 
leitungen ö~'  ^ )  unbestinmit  zwischen  endlichen  oder  unendlichen 

Grenzen  oder  unstetig  werden,  nur  ein  lineares  System  erföllen, 
d.  h.  in  eine  endliche  Anzahl  von  Flächenelementen  eingeschlossen 
werden  können,  deren  Summe  beliebig  klein  gemacht  werden  kann; 
wenn  femer  die  partiellen  Ableitungen  die  doppelte  Integrierbarkeit 
gestatten,  so  dafs 

ff^£dxdy=ßicfjy,    fß-f^dxäy^ßwUx 

ist,  so  ist  die  Funktion  w  nebst  allen  ihren  partiellen  Differential- 
quotienten fOr  alle  Punkte  im  Innern  dieser  Fläche  endlich  und 
stetig,  und  es  sind  überhaupt  keine  Ausnahmepunkte  vorhanden. 
Wird  schliefslich  noch  die  Möglichkeit  offen  gelassen,  dafs 
auch  die  Funktion  w  an  irgendwelchen  Stellen  im  Innern  des 
Gebietes  zwar  endlich  bleibt,  aber  unstetig  wird,  so  gelten  alle 
früheren  Sätze,  wenn  diese  ünstetigkeitsstellen  so  verteilt  sind, 
dafs  erstlich  die  Integrale  -ä^,  Aq,  -ä*,  A*,  jB*,  B^;  stetige  Funk- 
tionen von  r  bleiben,  und  dafs  zweitens,  weil  der  Satz  der  teil- 
weisen Integration  auf  jedem  Kreise  und  jedem  Badiusrektor  an- 
gewandt wurde,  u  und  v  nur  bei  Werten  von  r,  die  eine  diskrete 
Menge  büden,  unstetige  Funktionen  von  ^  sind,  und  ebenso  nur 
bei  diskreten  Werten  von  Q^  unstetige  Funktionen  von  r.  Diesen 
Forderungen  wird  genügt,  falls  die  Stellen,  an  denen  die  Stetigkeits- 
bedingung von  w  nicht  erfQllt  ist,  auf  einer  beliebigen  Kurve 
nur  eine  diskrete  Menge  bilden,  und  ebenso  die  Kurven  selbst, 
auf  denen  sie  gelegen  sind,  nur  ein  diskretes  System  zusammen- 
setzen. Unter  diesen  Bedingungen  kann  w  überhaupt  an  keiner 
Stelle  im  Innern  des  Gebietes  unstetig  sein,  wenn  eine  durch  Ab- 
änderung des  Wertes  in  einzelnen  Punkten  hebbare  ünstetigkeit 
ausgeschlossen  ist. 
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Erstes  Kapitel. 

650.  Der  Begriff  des  „LinieDelementes"  wurde  von  S.  Lie 
eingeführt.  Eine  ausführliche  Darstellung  dieses  Begriffs  und  seiner 
Anwendungen  findet  sich  namentlich  hei; 

Lie -Schef fers,  Geometrie  der  Berfihnmgstransformationen, 
Leipzig  1896. 
660,  Der  Existenzheweis  für  die  Integrale  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  läfst  sich  auch  auf  anderer  Grundlage  führen, 
wohei  die  Differentialgleichung,  d.h.  im  einfachsten  Falle  die  Funk- 
tion f{x,y)  nicht  notwendig  als  analytisch  vorausgesetzt  zu  werden 
hraucht.  Dieser  Beweis  geht  ebenso  wie  der  hier  gegebene  auf 
Cauchy  zurück;  er  ersetzt  die  Litegralkurve  approximativ  durch 
ein  Polygon  und  findet  sich  z.B.  bei: 

Lipschitz,  Lehrbuch  der  Analysis  Bd.  IE  S.  504  ff., 
Picard,  Traiti  d'analyse,  Paris  1891—96,  t.  II  p.  291  ff., 
Jordan,  Cours  d'analyse,  Paris  1893—96,  Nr.  77—79, 
wo  er  unmittelbar  für  Systeme  von  Differentialgleichungen  geführt 
wird. 

661 — 662.  Auch  die  Existenz  der  impliciten  Funktion  einer 
oder  mehrerer  Veränderlicher  läfst  sich  durch  Integration  ihrer 
Differentialgleichung  nach  der  in  der  vorstehenden  Bemerkung  an- 
gedeuteten zweiten  Cauchyschen  Methode  beweisen,  vergl.  die  dort 
angegebene  Litteratur.  Einen  neuen  Beweis  für  die  allgemeinste 
implicite  Funktion  durch  „successive  Approximation"  giebt: 
H.  A.  Schwarz,  Ber.  d.  Berl.  Akad.  1897,  11  S.  948—954. 
666  ff.  Eine  ausführlichere  Diskussion  der  Diskriminanten- 
kurve  und  ihrer  Eigenschaft  als  singulärer  Lösung  der  Differential- 
gleichung findet  sich  bei: 

Darboux,  Bull.  d.  sciences  math.    t.  IV  (1873)  p.  158—176. 

Zweites  Kapitel. 

687.  Zur  Einführung  in  die  Theorie  und  Anwendungen  der 
elliptischen  Funktionen  ist  zu  empfehlen: 

E.  Fr  icke.  Analytisch- funktionentheoretische  Vorlesungen, 
Leipzig  1900,  Kap.  IV  u.  V, 
sowie  für  die  fiinktionentheoretische  Behandlung  besonders: 
Jordan,  Cours  d'analyse  II,  eh.  VI. 

Serret,  DifF.-  n.  Integral -Beclmniig.  HE.  2.  Aufl.  30 
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698.  Über  die  geometrische  Bedeutung  des  Multiplikators 
und  seine  Bestimmung  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation 
vergl.  hier  Nr.  706. 

695.  Die  hier  sich  ergebenden  singnlären  Punkte  sind  typisch 
fdr  die  bei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  überhaupt  auf- 
tretenden Singularitäten  im  Beeilen.  Eine  allgemeine  Klassifizierung 
dieser  Singularitäten  und  weiterer  charakteristischer  Eigenschaften  der 
Integralkurven  in  Bezug  auf  ihren  allgemeinen  Verlauf  findet  sich  bei: 
Picard,  Trait^  d'analjse  t.  m,  eh.  IX  u.  X. 

702,  Eine  allgemeine  Theorie  der  TF- Kurven,  gegründet  auf 
ihre  Eigenschaft,  Qruppen  von  projektiven  Transformationen  zu 
gestatten,  geben: 

Klein  und  Lie,  Math.  Ann.  4,  S.  50—84. 

703  ft    Der  Begriff  der  „infinitesimalen  Transformation"  bildet 
gemeinsam  mit  dem  Begriff  der  „Transformationsgruppe"  die  Grund- 
lage der  Lieschen  Theorie,  die  ihre  vollständigste  Darstellung  findet  in: 
Lie-Engel,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Leipzig  1893, 
I— HL 
Elementarer  und  kürzer  ist: 

Lie-Scheffers,  Vorlesungen  über  kontinuirliche  Gruppen, 
Leipzig  1893; 
und   speziell   die   Anwendung    auf    die    Integration    gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  in  sehr  elementarer  Darstellung  giebt: 
Lie-Scheffers,    Vorlesungen   über   Differentialgleichungen   mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen,  Leipzig  1891. 
712.    Über  den  Begriff  der  „Berührungstransformation"  vergl. 
Lie-Scheffers,  Berührungstransformationen,    (s.  o.) 

Drittes  Kapitel. 

718  — 722.  Über  Existenztheoreme  für  Systeme  von  Differential- 
gleichungen und  implicite  Funktionen  vergl.  die  zu  den  Nrn.  660 
bis  662  angegebene  Litteratur. 

728.    Die   Theorie    der    vollständigen    Systeme  und  Gruppen 
von  Integralen  giebt  in  systematischer  Darstellung: 
Lie-Engel,  Transformationsgruppen  Bd.  I.    (s.  o.) 

728 — 782.    Über  Komplexe  und  Kongruenzen  vergl.: 
Kummer,  Allgemeine  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme, 

Joum.  f.  Math.  57,  S.  189—230,  sowie 
S.  Lie,  Math.  Ann.  5,  S.  145—256, 

L.  Bianchi,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie,  Leipzig  1899, 
Kap.  X,  §  122. 
782.    Den  Krümmungslinien  der  Fläche    entsprechen   auf  der 
Evolutenfläche  geodätische  Linien.     (Bianchi  a.  a.  0.  Kap.  IX.) 
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756.    Die   Botationsflftchen    konstanter    negativer    nnd    kon- 
stanter positiver  Krümmung  werden   durch  elliptische  Funktionen 
dargestellt,  diskutiert  und  in  ihren  Haupttypen  abgebildet  bei: 
Bianchi,  Differentialgeometrie  §  99  und  §  103.    (s.  o.) 

Viertes  Kapitel. 

760.  Die  Multiplikatoren  einer  Differentialgleichung  höherer 
Ordnung  behandelte  neuerdings: 

L.  Fuchs,  Her.  d.  Berl.  Akad.    1888,  S.  1115—1126. 

Fflnftes  Kapitel. 

775.  Der  angegebene  Satz  von  Sturm  ist  ein  Bestandteil 
des  allgemeinen  „Oscülationstheorems^^,  das  sich  auf  eine  wichtige 
Klasse  von  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bezieht. 
Hierüber  vergl.: 

F.  Pockels,  Über  die  partielle  Differentialgleichung  z/ w  +  Ä  *w = 0, 

Leipzig  1891,  H.  Teil,  §  6  ff.,  sowie  namentlich 
M.  Bocher,  Encyklopädie  d.  math,  Wiss.  HA  7a  Nr.  2ff., 
wo  auch  weitere  Litteratur  nachgewiesen  wird. 

792.  Solche  Systeme  linearer  Differentialgleichungen  treten 
auf  bei  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  elastischer  Systeme. 
Hierüber: 

E.  J.  Bouth,     Die     Dynamik     der     Systeme     fester     Körper, 
Leipzig  1898,  Bd.  II,  Kap.  VI. 

Sechstes  Kapitel. 

796  if.  Die  hier  gegebenen  Entwickelungen  gründen  sich  auf 
die  Arbeiten  von 

L.  Fuchs,  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Journ. 
f.  Math.,  66  u.  68. 
Dagegen   ist   der   in    den   Nrn.  807 — 809    gegebene    Konvergenz- 
beweis im  wesentlichen  entnommen  der  Darstellung  yon 

L.  Heffter,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen, Leipzig  1894,  Kap.  IV. 
811  ff.    Bei  dem  hier  betrachteten  Ausnahmefall  gleicher  oder 
um    granze    Zahlen    differierender    Wurzeln    der    determinierenden 
Gleichung  müssen  in  der  Begel  in  den  Integralen  logarithmische 
Glieder  auftreten.     Hierüber  vergl.  insbesondere: 
Heffter,  Eioleitung,  Kap.  VII  u.  VIII. 

811  ff.  Eine  weit  allgemeinere  und  besonders  wichtige  Klasse 
von  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  für  welche 
die  in  den  vorhergehenden  Nummern  gegebenen  Entwickelungen 
gelten,  bietet  die  Theorie  der  „hypergeometrischen  Funktionen", 
wie  sie  in  elementarer  Darstellung  zu  finden  ist  bei: 

80* 
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E.  Fricke,  Analytisch-flmktionentheoretische  Vorlesungen,  B[ap. VI 
§  13  und  ausführlicher  bei: 

Picard,  Traite  d'analyse  t.  IE,  eh.  XI,  §  14  und  eh.  XH. 

815  if.  Die  Darstellung  der  hypergeometrischen  Funktionen 
durch  bestimmte  Integrale  giebt: 

E.  Fricke,  a.  a.  0.  §  14, 

Picard,  Traiti  HI,  eh.  XH,  §  6  ff. 
Weitere  Beziehungen  zwischen  linearen  Differentialgleichungen  und 
bestimmten  Integralen,  insbesondere  die  Theorie  der  Laplac eschen 
Transformation  entwickelt: 

Picard,  Traite  HI,  eh.  XIV,  §  9  ff. 

Siebentes  Kapitel. 

828.  Die  geometrische  Interpretation  der  partiellen  Differential- 
gleichungen vermittelst  der  „Flächenelemente",  ihrer  „Vereine"  und 
der  „charakteristischen  Streifen"  findet  sich  in  ausfuhrlicherer  Dar- 
stellung bei: 

Lie-Scheffers,  Berührungstransformationen,  Kap.  XI. 

851  ff.  Über  das  allgemeine  Existenztheorem  für  Systeme  von 
beliebig  vielen  partiellen  Differentialgleichungen  mit  beliebig  vielen 
Veränderlichen  vergl.: 

E.  Goursat,  Sur  Fintegration  des  iquations  aux  d^rivees  partielles 

du  Premier  ordre,  Paris  1891,  eh.  I. 
Jordan,  Cours  d'analyse,  t.  III,  eh.  IH. 
Picard,  Traite  H,  eh.  XI,  Nr.  18—20. 

Achtes  Kapitel. 

856  ff.    Die    Integrationsmethoden    für    partielle   Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  finden  sich  sehr  vollständig  bei: 
E.  Goursat,  Le^ons  sur  Integration  des  equations  aux  deriv^es 
partielles  du  second  ordre,  Paris  1896, 
wo  insbesondere  im  Bd.  I,  Kap.  II  auch  die  Theorie  der  Monge- 
Ampereschen  Gleichungen  ausführlich  behandelt  wird. 

866,  Eine  Einführung  in  die  moderne  Theorie  der  Minimal- 
flächen giebt: 

Bianchi,  Differentialgeometrie,  Kap.  XIV  u.  XV. 

867  ff.  Für  die  Integration  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen und  ihre  Anwendung  auf  physikalische  Probleme,  ins- 
besondere auf  die  Theorie  der  Wärmeleitung  und  der  Schwingungs- 
probleme ist  zu  empfehlen: 

Biemann-Weber,    Die    partiellen    Differentialgleichungen    der 
mathematischen  Physik,  Braunschweig  1900,  I  u.  IL 
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Neuntes  Kapitel. 

Die  grundlegenden  Arbeiten  über  Variationsrechnung  von 
Bernoulli,  Euler,  Lagrange,  Legendre  und  Jacobi  finden 
sich  übersetzt  und  erläutert  in: 

Ostwalds   Klassiker    der    exakten  Wissenschaften  Nr.  46  u.  47, 
herausgegeben  von  St ä ekel,  Leipzig  1894. 
An  Lehrbüchern  sind  für  die  älteren,  mehr  formalen  Methoden 
der  Variationsrechnung,   auf  welche  sich  unsere   elementare  Dar- 
stellung beschränkt,  immer  noch  zu  empfehlen: 

J.  H.  Jellet,   Calculus   of  yariations,   Dublin  1850,  dtsch.  von 

Schnuse  1859. 
Moigno-Lindelöf,    Le9ons    de   calcul  differentiel   et  de   calcul 
integral,  t.  IV  (Calcul  des  variations),  Paris  1861. 
Eiae  gedrängte  Darstellung  mit  vielen  Litteratumachweisen  bietet : 
Pascal- Schepp,  Variationsrechnung,  Leipzig  1899. 

Die  erste  systematische  Darstellung  der  gesamten  Variations- 
rechnung auf  Grund  der  modernen  Methoden  aber  giebt: 

A.  Kneser,  Lehrbuch  der  Variationsrechnung,  Braunschweig  1900. 
Eine    elementare    Einfiihrung    in    die    moderne    Theorie    im 
Verlage  dieses  Lehrbuches  ist  in  Vorbereitung. 

875.  Die  hier  gegebene  Literpretation  des  Variationszeichens  d 
entspricht  im  wesentlichen  der  von  Moigno-Lindelöf.  Andere 
Autoren  verstehen  unter  6u  das  erste  Glied  des  Zuwachses,  welchen 
der  Ausdruck  u  erfährt,  wenn  a  die  kleine  Änderung  s  erleidet, 
also  dasselbe,  was  wir  in  unserer  Bezeichnungsweise  mit  sdu 
bezeichnen  würden.  Noch  andere  wieder  definieren  die  Variation  ö  8 
eines  Integrales  als  die  Glieder  erster  Dimension,  die  sich  ergeben, 
wenn  man  einmal  die  Funktion  y  =^  f  (oj),  dann  die  wenig  ver- 
änderte Funktion  y  ^  f(x)  +  r^  (x)  in  S  einsetzt  und  dann  die 
Differenz  dieser  beiden  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  nach 
Potenzen  von  ij,  rf^  r/\  .  .  .  entwickelt.  Die  formalen  Bechnungs- 
gesetze  sind  aber  bei  aller  Verschiedenheit  der  Erklärungen  im 
wesentlichen  immer  dieselben. 

877.  Unsere  Herleitung  der  Differentialgleichung  beruht  auf 
einer  Idee  von  E.  Heine.  Will  man  aber  nicht,  wie  hier  ge- 
schehen, die  Existenz  der  höheren  Ableitungen  fiir  die  gesuchte 
Funktion  y=^f(x)  voraussetzen,  so  mufs  man  sich  der  in  den 
Math.  Ann.,  Bd.  15  entwickelten  Schlufs weise  P.  du  Bois- 
Eeymonds  bedienen,  die  auf  ein  abweichendes  Verfahren  der 
partiellen  Integration  gegründet  ist.  Eine  vereinfachte  Darstellung 
dieser  Methode  von  E.  Zermelo  wird  demnächst  ia  den  Math. 
Ann.  erscheinen. 

878.  Interessante  Beiträge  zur  kritischen  Untersuchung  dieser 
Aufgabe  finden  sich  zuerst  bei: 

Moigno-Lindelöf,  Le9ons  etc.  Nr.  102 — 105.    (s.o.) 
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879«  Die  geometrische  Konstruktion  der  Brachistochrone  dorcli 
zwei  gegebene  Punkte  findet  sich  schon  bei  Joh.  BemoulH.  (Ostw. 
Elass.  46,  S.  11.) 

893  u.  894.  In  den  beiden  hier  behandelten  Aufgaben  erhält 
man  sowohl  Maxuna  als  Minima  des  Integrals  je  nach  der  ge- 
wählten Lösung  der  Difierentialgleichung.  Nur  der  Einfachheit 
halber  wird  im  Text  allein  auf  das  MiniwinTn  Bezug  genonunen. 
Die  Unterscheidung  der  Maxima  und  Minima  läfst  sich  erst  mit 
Hilfe  der  zweiten  Variation  oder  ähnlicher  Hüfsmittel  durchföhren 
und  wird  daher  in  unserer  Darstellung  nicht  berücksichtigt.  Hier- 
über vergl.  die  oben  nachgewiesene  Litteratur. 

896.  Der  Beweis  für  die  am  Schlufs  angegebene  Eigenschaft 
des  Kreises  findet  sich  in  geometrischer  Form  bei: 

H.  A.  Schwarz  (Gott  Nachr.  1884;  ges.  Werke  11,  S.  327), 
als  Bestandteil  des  weitergehenden  Beweises,  dafs  die  Kugel  unter 
allen   geschlossenen   Flächen    der   gleichen   Oberfläche    das    grölste 
Volumen   besitzt.     Einen    sehr    einfachen   Beweis    mit    Hilfe    der 
Fourierschen  Beihen  giebt  neuerdings: 

Hurwitz,  Comptes  Eendus  CXXIT  p.  401—403. 

898.  Es  handelt  sich  hier  um  das  „allgemeine  Problem  der 
Variationsrechnung  ^S  Dafs  auch  hier  die  Multiplikatorenmethode 
auf  die  richtigen  Differentialgleichungen  führt,  zeigt: 

A.  Mayer  in  den  Math.  Ann.  26,  sowie  Turksma  (Math.  Ann.  47), 
vergl.  auch  Kneser,  Lehrbuch,  Abschn.  VQ. 
900«    Die     weitere     Theorie     der    geodätischen    Linien    vom 
flächentheoretischen  Standpimkte  ist  nachzusehen  bei: 

L.  Bianchi,  Differentialgeometrie,  Kap.  VI. 
und  findet  sich  sehr  vollständig  bei: 

G.  Darboux,     Theorie     generale    des    surfaces,     Paris    1887, 
Livre  V  u.  VI. 

902.  Die  Theorie  der  „zweiten  Variation"  wurde  begründet 
von  Legendre  (Ostw.  Klass.  47,  S.  57),  der  das  Kriterium  zur 
Unterscheidung  der  Maxima  und  Minima  aufstellte,  und  weiter  aus- 
gebildet von  Jacobi  (ibid.  S.  77),  der  zuerst  die  Beschränkung 
des  IntegrationsintervaUes  für  jede  Lösung  der  Differentialgleichung 
als  notwendig  für  das  Bestehen  eines  Maximums  oder  Minimums 
nachwies,  und  findet  sich  ausführlich  dargestellt  z.  B.  bei: 

Moigno-Lindelöf,  1.  c.  Le9on  VIII. 
Für  die  neueren   Methoden  von  Weierstrafs  dagegen  kommt  bis- 
her ausschliefslich  das  genannte  Knes ersehe  Lehrbuch,  und  zwar 
hauptsächlich  in  seinem  dritten  Abschnitte,  in  Betracht. 


Sachregister  zu  Band  IIL 

(Die  Zahlen  bedeuten  die  Kaxomexn  der  eioselnen  Artikel) 


A. 

Absolute  Variationsprobleme  891. 

Abwickelbare  Flächen,  Inte- 
gration ihrer  Differentialgleichung 
864. 

Additionstheoreme,  des  Loga- 
rithmus 683,  des  Arcus  Tangens 
684,  des  Arcus  Sinus  686,  des 
elliptischen  Integrales  erster  Gat- 
tung 686—687. 

Aequatio  directrix  einer  Be- 
rohrungstransformation  713. 

Allgemeines  Integral  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung 
erster  Ordnung  668,  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung 
821—822,  mit  beliebig  vielen 
Veränderlichen  826;  einer  parti- 
ellen Differentialgleichung  erster 
Ordnung  836. 

Anfangsbedingungen  einer 
Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung 658,  bei  partiellen  Differen- 
tialgleichungen 861—865. 

Anfangskonstanten,  willkür- 
liche 660. 

Arcus  Sinus,  Additionstheorem 
685. 

ArcusTangens,  Additionstheorem 
684. 

B. 

Berührung  stransformation, 
Definition      und     Beispiel     712, 
aequatio  directrix  713,   Anwen- 
dungen auf  Differentialgleichun- 
gen 714—717. 

Bestimmte  Integrale  als 
Lösungen  von  Differentialglei- 
chungen 815  —  816,  Berechnung 
durch  Differentialgleichungen  817, 
zur  Integration  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen 872. 


Bestimmtheitsstelle  805. 

Bild  einer  Kurve  durch  eine  Be- 
rührungstransformation 712. 

Brachistochrone  879,  im  Baume 
882. 

Brenn  fläche  einer  Kurvenkon- 
gruenz 729. 

Brennlinie  der  Kongruenz  729. 

C. 

Cauchys  Methode  zur  Integration 
der  nicht  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  770. 

Charakteristiken  einer  Flächen- 
schar  729,  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 828. 

Charakteristische  Gleichung 
einer  linearen  Differential- 
gleichung mit  konstanten  Koeffi- 
zienten 776. 

Charakteristische  Streifen 
842. 

Clairautsche  Differential- 
gleichung 711,  das  ihr  analoge 
System  731. 

Cykloideals  Brachistochrone  879, 
in  Eulers  Yariationsproblem  886. 

Cylinderflächen  826. 

D. 

D'Alemberts  Methode  für  viel- 
fache Wurzeln  der  charakteristi- 
schen Gleichung  778. 

Determinante  zweier  Funktionen 
724,  beliebig  vieler  Funktionen 
726,  von  n  Lösungen  eines  linearen 
Systemes  791. 

Determinierende  Gleichung 
806. 

Developpabele  Flächen,  Diffe- 
rentialgleichung 864. 
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Differentialgleichnngen,  De- 
finition und  Einteilung  667,  erster 
Ordnnng  668,  Biccatische  697, 
698;  Jacobische  701,  Clairautsche 
711,  Systeme  von  Differential- 
gleichungen 718,  höherer  Ord- 
nnng 788  ff.,  lineare  766,  partielle 
819,  Monge -Amp^resche  866, 
lineare  partielle  867. 

Diskriminantenfläche  728. 

Diskriminantenknrye  als  sin- 
gulare Lösnng  666—667,  als  Ort 
der  Spitzen  669. 

Doppelyerhältnis,  invariant  bei 
projektiven  Transformationen  697. 

Dualität  712. 

E. 

Einhüllende  als  singulare  Lösun- 
gen 668,  Flächen  729. 

Elemente  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 828. 

Elimination  einer  willkürlichen 
Eonstanten  668,  aus  linearen 
Systemen  786,  einer  willkürlichen 
Funktion  821. 

Elliptisches  Integral  erster 
Gattung,  Additionstheorem  686. 

Enveloppe»  Einhüllende  668. 

Erlaubte  Knrvenu.  Variationen887. 

Eulers  Yariationsproblem  886. 

Evolute,  Fläche  zwischen  ihr  und 
der  Kurve  886. 

Evolutenfläche  732. 

Existenztheoreme  für  die  ex- 
plicite  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  660, 
rar  die  implicite  Funktion  661 
bis  662,  die  implicite  Differential- 
gleichung 668,  für  den  Multi- 
plikator 689,  für  Systeme  erster 
Ordnung  719  ff.,  fOr  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen 796  ff.,  für 
partielle  Differentialgleichungen 
861  ff. 

Exponent,  der  zu  einem  Integrale 
gehört  807. 

F. 

Fläche,  zwischen  Kurve  und  Evo- 
lute 886,  gröfste  bei  gegebener 
Bogenlänge  896. 

Flächenelement  828. 

Flächenfamilien,  Differential- 
gleichungen 826—829,  zur  Inter- 
pretation der  Monge- Amp^reschen 
Gleichungen  861. 


Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen einer  linearen  Differential- 
gleichung 768,  eines  linearen 
Systemes  791. 

Fnnktionaldeterminante  724 
bis  726. 

Fnnktionenbereich  878. 

G. 

Gebiet  eines  Punktes  796. 

Geodätische  Linien  900. 

Gewöhnliche    Differential- 
gleichungen 667. 

Gleichzeitige  Variation  886. 

Glied,  zweites  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung 766. 

Grenzen,  ihre  Variation  887. 

Grenzglieder  883. 

Grenzbedingungen  887. 

Grenzkurven  888. 

H. 

HanptdeterminantevonnFunk- 
tionen  768. 

Homogene  Differentialgleichung 
678,  ihr  Multiplikator  691,  homo- 
gene lineare  Differentialglei- 
chung 766. 

Homogene  Variabele  in  der 
Jacobischen  Differentialgleichung 
702. 

I. 

IdentischeTransformation708. 

Implicite  Differentialglei- 
chung 663. 

Implicite  Funktion  einer  Ver- 
änderlichen 661,  mehrerer  Varia- 
belen  662,  definiert  durch  ein 
System  von  Gleichungen  720—721. 

Infinitesimale  Transformation 
708ff. 

Integrabilitätsbedingung  881. 

Integrale  oder  Integral- 
gleichungen 667,  allgemeine 
und  partikulare  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  668, 
bitegralknrve  669,  Existenz  660, 
Integralgleichungen  für  Systeme 
erster  Ordnung  718,  voUstöudige 
Systeme  von  Integralen  728,  voU- 
ständige  und  intermediäre  Inte- 
grale einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung  784,  bestimmte 
Integrale  als  Lösungen  von  Diffe- 
rentialgleichungen 816,  ihre  Be- 
rechnxmg  durch  Differentialglei- 
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chnngen  817,  als  Lösungen  von 
partiellen  Differentialgleichnngen 
872. 

Integralflächen  828. 

Integralkuryen  669. 

Integrierender  Faktor  => Multi- 
plikator 689 

Intermediäres  Integral  734, 
einer  Monge -Amp^reschen  Diffe- 
rentialgleichnng  866. 

Invarianz  gegenüber  infinitesi- 
malen Transformationen  704. 

Inyolntorische  Beziehung  838. 

Inyerse  Transformation  708,  709. 

Isoperimetrische  Probleme  891, 
allgemeinere  897. 

J. 

Jacobische  Differential- 
gleichung 701  —  702. 

Jacobische  Determinante  = 
Funktionaldeterminante  724. 

Jacobische  Systeme  701fF.,  709. 

K. 

Kegel  flächen,  Differentialglei- 
chung 827. 

Eettenlinie  878,  898. 

Komplex,  Kuryenkomplex  861. 

Kongruenz,  Kuryenkongruenz729. 

Konoid  flächen,  Differentialglei- 
chung 828. 

Krümmungskuryen, einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  789,  763. 

Krümmungsradius  als  Funktion 
der  Abscisse  oder  der  Normalen 
762—764. 

Kürzeste  Linien  im  Baume  881, 
auf  Flächen  900. 


Lagranges  Methode  zur  Inte- 
gration der  nicht  homogenen 
unearen  Di£rerentialgleichung769. 

Lagrangesche  Differential- 
gleichung eines  Yariationspro- 
blems  877. 

Lagrangescher  Faktor  887,892, 
898. 

Lebendige  Kraft,  Prinzip  746. 

Legendresche  Transformation 
866. 

Lineare  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  676,  be- 
liebiger Ordnung  766,  zweiter 
Ordnung  774—776,.  mit  kon- 
stanten   Koeffizienten  776;    Sy- 


steme 786  ff.;  Beihenentwicke- 
lungen  an  regulärer  Stelle  7 96 ff., 
an  singulärer  799  ff.;  lineare 
partielle  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  mit 
zwei  unabhängigen  Yariabelen 
821,  mit  beliebig  yielen  824, 
Inte^tionsmethode  för  lineare 
partielle  Differentialgleichungen 
836  ff. ;  Existenztheoreme  861  bis 
862,  für  lineare  Systeme  864; 
lineare  partielle  Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung  867  ff. 

Lineare  Systeme  yon  Differen- 
tialgleichungen 786  ff. 

Logarithmus,  Additionstheorem 
688. 

Linienelement  669. 

M. 

Maximum  oder  Minimum  eines 
Integrales  878,  absolutes  und  re- 
latiyes  891. 

Minimalflächen,  Differential- 
gleichung 866. 

Minimale  Rotationsfläche  878, 
878,  als  isoperimetrisches  Pro- 
blem 898. 

Monge  -  Amp^resche  Glei- 
chungen 866  ff. 

Multiplikator  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  688, 
seine  geometrische  Bedeutung 
706,  einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung  760. 

N. 

Nebenbedingungen,  isoperi- 
metrische 891,  andersartige  898. 

Normalen  einer  Fläche  782. 

Nullstellen  der  Integrale  einer 
linearen  Differentialgleichung  776. 

0. 

Ordnung  einer  Differentialglei- 
chung 667. 

Orthogonale  Trajektorien679, 
einer  beweglichen  Ebene  764. 

P. 

Parallelkuryen  707. 

Parameter  einer  Transformation 
703,  einer  projektiyen  708. 

Partielle  Differentialglei- 
chungen 667,  Grundbegriff 819, 
lineare  mit  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen  821,  geometrische 
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Deutang  828,  mit  beliebig  yielen 
Yariabelen  834;  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichimg 
erster  Ordnung  885  ff. ,  höherer 
Ordnung  856  IT.;  Existenztheo- 
reme  für  partielle  Differential- 
gleichnngen  nnd  Systeme  851  bis 
855. 

Partikulare  Lösungen  oder  Inte- 
grale 658. 

Projektive  Beziehung  zweier 
Richtungen  888. 

Projektive  Transformation 
der  Geraden  708,  der  Ebene  709. 

Quadraturen671,wiederholte741. 

B. 

Baumkurve,  kürzeste  881. 

Belative  Yariationsprobleme  891. 

Beduktion  der  Ordnung  einer 
linearen  Differentialgleichung  766, 
771  —  778. 

Beihenentwickelungen  für  die 
Lösungen  linearer  Differential- 
gleichungen an  regulären  Stellen 
796  ff.,  an8ingnlärenStellen799ff., 
fOr  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen 867  ff. 

Biccatische  Gleichung,  all- 
gemeine 697,  spezielle  698,  Trans- 
formation 699,  integrabeto  Fälle 
700,  projektive  Eigenschaft  708; 
die  äquivalente  lineare  Gleichung 
766,  ihre  Integration  804. 

Botationsflächen  von  konstanter 
mittlerer  Krümmung  755,  von 
konstanter  Krümmung  756,  von 
kleinster  Oberfläche  878,  878,  die- 
selben mit  isoperimetrischer  Ne- 
benbedingung 898,  von  kleinstem 
Volumen894,  von  gegebenemVolu- 
men  und  kleinster  Oberfläche  895. 

Bück  kehrkurve  einer  Flächen- 
schar 729. 

S. 

Schwingende  Saite,  Differential- 
gleichung 862,  868,  869.  . 

Schwingung,  Differentialglei- 
chung der  freien  Schwingung  747. 

Simultane  Differentialgleichun- 
gen, simultane  Systeme  657. 

Singulare  Lösungen  oder  Inte- 
grale 658,  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  664 ff.. 


eines  Systemes  erster  Ordnung 
718,  738  ff.,  einer  Differential- 
gleichung höherer  Ordnung  785, 
einer  piurtiellen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  849. 

Singulare  Punkte  einer  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 
695,  Beihenentwickelunffen  an 
singulären  Stellen  einer  unearen 
Differentialgleichung  799  ff. 

Systeme  von  Differentialgleichun- 
gen 657,  Systeme  erster  Ordnung 
718  ff.,    lineare    Systeme    785  ff., 

.  Systeme  von  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  854. 

Streifen,  charakteristische  842. 

T. 

Taylorscher  Satz,  neuer  Beweis 

742. 
Totale  Differentialgleichungen  667, 

mit  zwei  unabhän^en  Yariabelen 

881  ff. 
Trajektorien  679. 
Transformation,     infinitesimale 

708,  projektive,  identische,  inverse 

708,  709,  Legendresche  866. 
Trennung  der  Variabelen  671. 

ü. 

Unabhängige  Integrale  728. 

T. 

Variation,  Begriff  874,  Zeichen  i 
875. 

Variation  der  Konstanten  770. 

Variationsrechnung  878. 

Variationsprobleme,  absolute 
und  relative  891. 

Vielfache  Wurzeln  der  charak- 
teristischen Gleichung  776,  778. 

Vollständige  Integrale  oder 
Lösungen  658,  von  partiellen 
Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  885. 

Vollständige  Systeme  von  Inte- 
gralen 728. 

W. 

Wärmeleitung,  Differentialglei- 
chung 871,  872. 

Willkürliche  Funktionen  in 
den  Lösungen  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen 819  ff.,  885; 
bei  Beihenentmckelungen  868. 

TF-Kurven  702,  709. 


Berichtignngeii  zu  Band  L 

(Vergl.  die  BerichÜgangeii  am  Ende  Yon  Band  II.) 

S.Xn,  Z.22  v.u.  lies  „Evolvente  "statt  „Evolente". 

S.  20, Fig.  14.  der  Eurvenast  rechts  sollte  sich  nicht  von  dera^Ach8e  entfernen. 

5.21,  Z.  4 v.u.  lies  „^"  staU  „n". 

5.22,  Z.  9 v.o.  lies  „11"  statt  „6". 

S.84,  Z.  8 v.o.  lies  „sino;"  statt  „cosdpsind^^ 
Z.lOv.o.  lies  „1"  statt  „cosa;". 
Z.llv.  o.  ist  „limcosxsl  und"  zu  streichen. 

8.42,  Z.  9 v.o.  ües*>(Z)"  statt  „J^Ä)"- 
6.44,  Z.llv. u.  ist  „8a/*'(aj,  ^a:)"  zu  streichen. 

8.64,Z.9v.x..Ues    (g-BtattJ^p-- 

8.65,  Z.12 V.U.  fehlt  am  Ende  die  runde  Klammer  von  ^(u,  v). 

8.67,  Z.  6 v.u.  lies  „Femer  habe /'(u,i;)  nebst  den  beiden  Ableitungen  nach 

u  und  V  in  der  Umgebxmg  der  entsprechenden  8telle  i«,  t7  be- 
stimmte endliche  Werte  und  sie  seien  stetig  als  Funktionen" 
statt  „Femer  . . .  Funktion". 

8.68,  Z.IO v.u.  lies  „denen,  welche"  statt  „der,  welche". 

8.66,  Z.  7  V.  o.  Hes  „=  ^"  statt  „=  1". 
'  dy 

8.71,  Z.lOv.o.  Hinter  „positiv"  füge  hinzu:   „solange  man  y  zwischen 

-  ^  und  +  ^  wählt". 
2^2 

Z.16V.  o.  dasselbe. 

Z.  4 v.u.  Hinter  „bestimmte"  füge  hinzu:  „sofern  man  sich  auf  den 

angegebenen  Yariabilitätsbereich  beschränkt". 
Z.  2 v.u.  lies  „die  Ableitung"  statt  „Ableitungen". 
8.80,  Z.IO  v.u.  lies  zweimal  „/(«>(a:)*   statt  „/^^(y)". 

Z.  Iv.u.  Hes  „(4)"  statt  „(8)". 
8.91,  Z.  4V.U.  Hes  .^du^^dv^dw^''  statt  ..dx^^dy^dz^''- 
8.98,  Z.19 — 21  V.  0.  „zweiten"  und  „ersten"  zu  vertauschen. 

Z.28V.O.  Hes  am  Ende  „wv^""*"*^"  statt  „wv^")". 
8.95,  Z.  6  v.u.  Hes  „und  tn  anderen  Yeränderlichen  yi,...ym,   die  fär 
jedes  gewählte  x  aus  den  m  Gleichungen  bestimmt  sind.    Es 
ist  also,  weil"  statt  ,,und  w. . .  weil". 

S.96,Z.  7V.0.  Hes  ^^,  g,...^"  etatt  „dy,,  dy„..,dym". 

Z.  7 v.u.  In  Gleichung  (1)  fehlt  das  „=" Zeichen. 

8.97,  Z.  7  v.u.  Hes  „das"  statt  „daß". 

8.98,  Z.  Iv.  0.  Hes  „Die  Einftihrung  anderer  unabhängiger"  statt  „Die 

Änderung   ..". 
Z.  4 v.o.  Vor  der  Gleichung  fehlt  „(1)". 
Z.  7 v.o.  Vor  der  Gleichung  fehlt  „(2)". 
Z.  4V.U.  Hes  „(8'),  (4'),  (&')"  »tatt  „(8),  (4).  (6)". 
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S.106,Z.17 v.o.  lies    ^^    statt    ^r-  . 

8.107, Z.16 v.o.  lies  „Fanktion  u''  statt  „Funktion  dlu'S 

Z.  7  Y.u.  Hinter  Gleichnng  (2)  föge  hinzu:  „wo  a;,  y...  unabhängige 
Variable  sein  mögen  ^S 

S.108,Z.  6 v.o.  lies  „72"  statt  „71". 
Z.löv.o.  lies  „88"  statt  „71". 

8. 109^  Z.14 Y.  o.  lies  „zusammengesetzte"  statt  „zusammengesetzten". 

S.116,Z.12y.  o.  lies  „dieser  Produkte''  statt  „mit  diesen  Produkten". 

du"  du" 

8.127,  Z.  4Y.0.  Ues   ^     statt    ^  . 
„ar  „e/r 

8.128, Z.  8 v.o.  lies  „Funktionen"  statt  „Funktion". 

S.139,Z.12v.o.  lies  „|  t?*  1"  statt  „t?*". 

8. 148,  Z.12  Y.  o.  lies  „auch  .die  vorgelegte  Beihe  bei  diesen  Werten  von 

Q  divergent",  statt  „auch  . . .  divergent". 

Z.  Iv.u.  lies  „-1<«<1"  statt  -l<a;^l". 

8.144, Z.  6 v.o.  lies  „kleiner  oder  grOfser"  statt  „grOfser  oder  kleiner". 

1  1     "  1  1      " 

Z.  6  V.  u.  lies + statt + • 

„4n  — 8    '   4«  — 1  „*n— 1  ^  4n  — 8 

8. 148, Z.löv.o.  lies  „(1)"  statt  „(2)". 

8. 169,  Z.  8  v.u.  lies    -f-i--"  statt  +4;+"- 

V)       al  ff       ai 

8.162, Z.  18 V.O.  lies  „nach  0  konverpert"  statt  „0  wird". 

Z.14V.  0.  lies  „schliefslich  beliebig  klein"  statt  „schliefslich  0" 

8.177,  Z.l/2v.o.ües      ^     ^/l  x    *****   ^V    ,/lV 

8.181,  Z.  8  v.o.  lies  „man  sagt  dann"  statt  „d.h." 
Z.  8 v.u.  vor  den  Bruch  ist  „lim"  zu  setzen. 

8.182, Z.  6 v.o.  lies  „nach  Analogie  von"  statt  „nach". 

8.189,  Z.18  V.  u.  fehlt  vor  -^  die  Klammer. 
'  dz 

8.191, Z.  9 v.o.  hinter  „allen"  schiebe  ein:  „von  0  verschiedenen". 

8.228,  Z.  6  v.o.  lies  „liefert"  statt  „liefern". 

8.226, Z  14 v.o.  lies  „^«120»"  statt  „a  =  120<>". 

8.287, Z.  8 v.u.  lies  „(116)"  statt  „(114)". 

8.246,Z.  iv.u.  lies  „u«"  statt  „a?,". 

8.249,Z.  6 v.o.  lies  „Tangente"  statt  „Tangenet". 

8.268, Z.  4 v.o.  lies  „ao+aja;"  statt  ,,%^c^x'', 

8.269,  Z.  7  v.u.  Hes  „6,  =  |(  )„"  statt  „5,  =  ( )o". 

8.280,  Z.  8  v.o.  lies  „Nr.  199"  statt  „Nr.  200". 

8.299, Z.  8  v.u.  lies  „a,  5"  statt  „o^,  \'K 

8.340, Z.  9 v.u.  ist  „Verhältnisse  der"  wegzulassen. 

8.841, Z.  7  v.u.  lies  „eine  Kurve"  statt  „einer  Kurve". 

8.847,Z.  8v.o.  lies  „für  ^e  =  0"  statt  „für  far  ^e«0". 

S.  864,  Z.  2  u.  4  V.  u.  Ues   ^  "  statt     ^"• 
„  ic  „Ä 

8.860,  Z.  8  v.o.  lies  ;,und  der"  statt  „und  die  der". 

Z.  9 v.o.  lies  „unserer  Fläche"  statt  „von  unserer  Fläche" 

8.861,  Z.  6 v.u.  lies  „Konstanten"  statt  „Konstante". 
Z.  8 v.u.  lies  „(13)"  statt  „(12)". 
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S.861,Z.  Iv.u.  Ues  „je?"  statt  „xfj". 
S.S62,Z.  8 v.o.  lies  „jEfi"  statt  „«". 

l:lVd  '"ojii-  .-^+y-"  Btatt  „.-/-". 

S.877,Z.  7V.0.  Ues  „(i+y,'«  +  VY"  ßta«  i,(l+yo"+0" 

Z.  7 v.o.  Hes  „;?o'""  statt  „£?'"". 
S.888,Z.llv.ii.  lies  „(11)"  statt  „(8)". 
S.888,Z.18v.o.  lies  „dg^  statt  „g^". 

S.892,Z.  8 v.u.  lies   l/l-:?^     statt   l/l-^  . 

S. 393,  Z.18 V.O.  lies    ^   statt    ^-  . 

8.395, Z.16 v.o.  Ues  ,"Nr.273"  statt  „Nr. 274". 

8.396, Z.  5 v.u.  Ues  „Nr.290"  statt  „Nr.289". 

8.400,  Z.  9  v.u.  Ues  „Nr. 288"  statt  „Nr.292". 

8.404,  Z.IO  v.u.  Ues  „wir"  statt  „wie". 

S.429, Z.  6 v.o.  „(aJ,  y,  Äf)"  hinter  „punkte"  einzusetzen. 

8.438,  Z.13 v.u.  Ues  „(1+P'  +  «')*"  8*»**  ».(1 +!>*  +  «*)"• 

8.442, Z.  15 v.o.  Ues  „cosacoscq-fcosjJcosft  +  cosy cos/i  =0". 

8.447,  Z.  4  v.o.  Ues  „P^"  statt  „P". 

S  470'zi4v'o  1^^®^  „wt*kfocÄte/e"  statt  ,, gekrümmte'', 

8.471,  Z.IO  v.o.  ist  „wenn  a'ß'-^b'a*  nicht  null  ist"  wegzulassen. 

8. 487,  Fig.  74:   Oc^  und  c^c^  müssen  gleich  und  parallel  Bein. 

8.496, Z.  4 v.u.  Vor  den  beiden  ersten  Tennen  fehlt  „lim". 

8.497, Z.  17 v.o.  Ues  „verschaffen"  statt  „machen".      ♦»=• 

8.499,  Z.ll  v.u.  lies  „ihre  Anzahl"  statt  „ihre  Zahl". 

8.500, Z.  2 v.o.  Ues  „<"  statt  „^". 

Z.  6 v.o.  Ues  „^ ^" statt  „<^" 
^1  ♦> 

8.507,  Z.IO  v.o.  Ues  das  erste  Mal  „<"  statt  „<". 

8.509,  Z.  Iff.  muß  es  heifsen:  „Wählen  wir  jetzt  eine  Zahl  r^  so,  dafs 

I  f  I  <  Ti  <  ♦•  ist  und  darauf  h  so,  dafs  noch  |  J  |  -f  |Ä  |  <  r^  ist, 
so  wird  die  Klammer  in  (5),  absolut  genommen,  ^-  •  •". 
Z.  7  v.o.  Ues  das  erste  Mal  „=i*  statt  „<". 

8.510,  Z.18  v.o.  Ues  das  erste  Mal  „<"  statt  „<". 
8.515,  Fig.  80.  Die  kleine  1  neben  5*  ist  zu  streichen. 
S.516,Z.  3  v.u.  lies  „;?»»"  gtatt  „(1  +  0)»»". 

8.517, Z.  6 v.o.  Ues  „=-1"  statt  „=1". 
Z.  9.  V.  u.  lies  „  367  "  statt  „  866  ". 

8.518,  Z.ll  v.o.  Ues  „^(a:,  y)t"  statt  „i^(a:,  y)". 

8.622,  Z.  3  v.u.  Ues  „cUso  die''  statt  ..alsodie". 

8.523,  Z.ll  v.o.  Ues  „Ist"  statt  „Is", 

Z.12v.  o.  Ues  „wir  ihr  eine"  statt  „wir  eine". 

8.525, Fig. 83  rechts  ist  falsch  gezeichnet:  die  punktierten  Geraden  tan- 
gieren fälschlicherweise  nicht;  aufserdem  Ues  rechts  oben  „d^w" 
statt  „^,w"  und  „^,t<?"  statt  des  rechts  stehenden  ^^J^w". 

8.582, Z.  4 — Iv.u.  Hinter  „Eonst"  ist  immer  ein  Punkt  zu  setzen. 

8.558, Z.  7 v.u.  Ues  „C.  Jordan"  statt  „J.  Jordan". 
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BerichtigimgeiL  zu  Band  U. 

S.     7,Z.18v.n.  lies  „(««-i,  rc)"  statt  „(rc,  iCn-i)". 
S.     8,  Z.  8  V.  o.  Hes  „=  Fn{x,  x^Y'  statt  „^  Fn{x,  x^'\ 

Z.  8y.Ti.  lies  „Schwankungen^*  statt  ,,Schwankiuig*S 
S.  9, Z.  2 v.u.  lies  am  Schlnfs  „a?'»»— i;  a:"  statt  „Äp;  a;". 
S.  12, Z.  7 v.o.  Hes  „<F(a;',  «o)"  »*»**  »^F(x\xy'. 

Z.  9 v.o.  Hes  „r(a:',  a;o)="  statt  „F(a:',  a?)«". 

dB 

S.  32,  Z.  1 V.  o.  ist  ^^  J  1*0  da:  +   vom  hinzuzufügen. 


S.  38, 

S.  41 

S.  42. 

S.  63. 

S.  66. 

S.  69 

S.  71. 

S.  76. 

S.  79, 

S.  80. 

S.  86, 

S.  87 

S.  97 
S.101 
S.106. 
S.lll 
S.122, 
8.124. 
8.168. 
8.177 
8.196. 
8.206 
8.206, 
8.207 
S.209; 
8.221 
8.227 
8.269. 
8.260, 
S  286, 
8.808, 

8.311 

8. 312. 
8.813, 
8.817 
8.826, 
8.380. 
8.381 


Z.  18  v.u.  sowie  Z.  8  v.u. Hes  „gHedweise**  statt  „ teilweise *S 

Z.  10 v.o.  Hes  „Beispiel"  statt  „Beispiele". 

Z.  2 v.u.  Hes  y,F(x,  X)dx"'  statt  „-F(a;,  X)dt''. 

Z.  10 v.o.  Hes  „Funktionen"  statt  „Funktion". 

Z.  Iv.u.  lies  im  Nenner  des  Bruches  „ft*"  statt  „X*". 

Z.  8 v.o.  Bei  dem  Integral  links  Hes  „a;*cla;"  statt  „(2a;". 

Z.  7 v.o.  Hes  „—cos"  statt  „cos". 

Z.  7 v.o.  Hes  „447"  statt  „466". 

Z.llv.o.  Hes  „d«"  statt  „da;". 

Z.10V.U.  Hes  „Nr.  417"  statt  „Nr.  467". 

Z.  9  v.u.  Hes  „Anwendung."  statt  „Anwendungen  .  1". 

Z.  7 v.o.  lies    z/*±ir statt    l(^±^S. 

Z.  9 v.o.  lies  ",487"  statt  „498". 

Z.  8 v.o.  Hes  „sinm+ia;"  statt  „sin«»4-i". 

Z.  10 v.u.  Hes  „— a;— P"  statt  „— a;— ". 

Z.  4 v.o.  Am  Schlufs  sind  noch  Punkte  „.  .  ."  zu  setzen. 

Z.  7 v.o.  Im  2.  Integranden  lies  „^a"  statt  „da". 

Z.  8 v.o.  Hes  „Gliedes"  statt  „Koeffizienten". 

Z.  7 v.u.  Hes  „=T"  ßta**  n=±" 

Z.14V.0.  Hes  „r(l+a;)r(l-a:)"  jitatt  „r(l+a?)  +  r(l-a;)". 

Z.  10 v.o.  lies  „27,087176"  statt  „27,047176". 

Z.  16  v.u.  Der  Satz  „Der  Betrag  ...  2d"  ist  zu  streichen. 

Z.  8v.o.  Hes  „|8|<tf"  statt  „|fi|<0". 

Z.  7 v.o.  Hes  „648"  statt  „549". 

Z.16V.U.  Hes  „222"  statt  „221". 

Z.lOv.o.  Hes  „Ä*"  und  „fc«"  statt  „3Ä;*"  und  „6Ä«". 


Z.  7  V.  o.  Hes  im  Nenner  von  sin  V  „l/n(n  +  2)"  statt  „yn(n+l)*' 

Z.  6 v.u.  Hes  „(10)"  statt  „(1)". 

Z.  7 v.o.  Hes  „J?'"  statt  „Ä". 

Z.  8v.u.  Hes  „/i(5,  y)"  statt  „/"iCap,  t/)". 

Z.  Iv.u.  Hes  „2«c*"  statt  „2*5»". 

Z.  Iv.o.  lies  „Z,a)daj,"  statt  Zj^dar^". 


statt     / 


Z.  4 v.u.  Hes  „linken"  statt  „rechten". 

Z.  13 v.o.  ist  Hnks  ein  „— "  zuzufügen. 

Z.  14 v.o.  Hes  „in"  statt  „in  in". 

Z.  14 v.u.  Hes  „VII"  statt  „VI". 

Z.13V.0.  lies  „a"  statt  „U". 

Z.  11  v.u.  lies  „Weg  um  den  NuUpunkt"  statt  „Weg". 
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S.884,Z.  Iv.o.  lies  ,,-ff{z)dz''  statt    Jf{z)dz'\ 

b  „6 

S.340,Z.  6 v.o.  lies  „«»"  statt  „2«»". 

Z.  12 v.o.  Hes  „1"  statt  „Z". 
S.848,Z.   Iv.o.  lies  „?7"  statt  „U". 
S.345,Z.  3 v.u.  lies  ,,als  \z\"'  statt  ,,al8  z''. 
S.346,Z.  2 v.o.  lies  „(2)"  statt  „(6)". 

1   "  1  " 

Z.   4v.  n.  lies    - —   statt    — r« 

S.868,Z.  5 v.o.  Im  Nenner  des  Braches  lies  „/''"(iPo)"  s*»**  "/*"(^o)"- 
Z.lOv.o.  lies  „DJ,"  statt  „D^IJ^". 

S.366,Z.  4 v.u.  Hes  ,,l^yi^2wZQ+w*''  statt  „-|/i=^2tövFw*". 

S.866,Z.16n.  17V.0.  lies  „flr(0«"  statt  „/"(ö«". 

S.419,Z.  Iv.u.  lies  „de"  statt  „dn". 

S.424,Z.   Iv.n.  Kes  „Ä  639,  S  655"  statt  „ft655". 

S.  426,  Z.  14  v.o.  lies  „=  Integral  899"  statt  „=Integrand  899". 


BericlitigniigeiL  zu  Band  IIL  (Liefenmg  i.) 

S.  7,Z.  6v.o.  lies  „y  =  qp(a;,  yo)"  »*»**  »ia;  =  qp(a;,  y^)"- 

Z.  8y.u.  HeB  ,.2g^y.'"  statt  „äg^y.""- 

S.IO,  Z.ll  V.  0.  „t/o"  ist  zu  streichen. 

S.26,  Fig.  4,  die  „3"  ist  weiter  nach  links  von  X  wegzurücken. 
S.26.  Fig.  6,  die  gezeichneten  Parabeln  müssen  alle  die  cubische  Parabel 
berühren. 
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